Concours National Commun - Session 2010

Corrigé de I'épreuve de mathématiques II

Filiere MP

Pour toute matrice complexe A, il existe une matrice unitaire U telle que les éléments diagonaux de la
matrice U AU~ soient tous égaux.

Corrigé par M.TARQI'
I. UN PEU DE GEMOETRIE

1.1 Question de cours : L’équation d"une ellipse dans une repére orthonormé du plan eucli-
2,2

dien est de la forme a:_Q + 2—2 = laveca > b > 0de foyer F(c = v a? — b?,0), de directrice
a

. a c i c . fp s .
d’équation x = — et d’excentricité e = — < 1. Pour des raisons de symétrie, il existe un
c a
2
autre couple de foyer et directrice. Ce sont F'(—c,0) et la droite D’ d’équation z = —.
c

1.2

1.2.1 Ona e + pe ™ = (XA + ) cos 0 +i(A — p) sind, donc (z,y) € E) , si et seulement si
2 2
x - Y
A+p)? (A=n)
2 Y2
7 T 5 = L.
A+p)?  A=p)
1.2.2 r, , est une rotation affine ; de centre w et d’angle ¢.

= (A+pu)cosfety = (A—p)cosf, donc

5 = 1, ainsi (z,y) décrit

'ellipse d’équation réduite

1.2.3 Prenons w = 0 et ¢ = =£Z. Alors
TU’(p(}\eiG + ,uefw) _ )\eisei(9+%) + MeiTefi(9+%) _ bei(9+%) + cefi(ﬂJr%)’

donc rg p(Ae? + pe=) € Ey,.
D’autre part, si bz + ¢z’ = bet? + ce=0 € Ey. ., alors

bel? 1 ce 0 = T0,p (Aei(gi%) + /‘671‘(97%)) ’

Donc Ey . = ’I“(]’(p(E/M u), et comme 7y , est une rotation, donc une isométrie, et que se
fait autour de 0, alors Ej . est une ellipse centrée a 1’origine.

1.3

1.3.1 C est considéré comme espace vectoriel sur R. Soient (2, 2') € C? et « € R, alors
fz+a)=bz+a?) +c(z+az') =bz+ cz+ albz + cz) = f(z) + af ()

Donc f est bien linéaire de C dans C.
Soit z = = + iy tel que f(z) =0, posons b = a +iff etc = o/ + i, alors

{(a+a’)w+(ﬂ'—ﬁ)y=0
(B+B)z+(@—a)y=0"

systéme qui est inversible puisque son déterminant (a? + %) — (a2 + 32) = |b]? —|c|?
est no nul, donc z + iy = z = 0, ainsi f est injective.
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2.1

2.2

2.3

24

2.5

1.3.2 Soit C' = {z € C/|z| = 1} le cercle unité, alors f(C) = {bz + cZ/|z| = 1} = Ep est
une ellipse de centre O (d’apres la question [1.2.3] ).

1.3.3 Comme f et non injective et non nulle, alors Imf est une droite vectorielle (droite
affine passant par O).
D’autre par, C' est un compact de C ( fermé et borné ), et f est continue ( linéaire )
donc Imf est une partie compacte de la droite affine, donc c’est un segment.
Siz € C,alors —z € C, donc f(C) est symétrique par rapport a O.
On a pour tout z € C, |bz + cz| < |b| + || = 2Jb|, donc |ee? + eTe | < 2, et
et

2e 2

T—¢ s T—&

62661 3 + elTef’LT

= 2, donc les deux extrémités du segment f(C') sont
+7

les points d’affixes z; = ¢("77) et 2 = (55 +m),

1.3.4 e Si f estinjective alors f(C) = Ey .. Soit a € C*, alors il existe un réel ¢ tel que a €

b =
E . et par conséquent, il existe zg € C tel que f(z9) = £a, donc 2ot ez _ EeR
a

e Si f est non injective, alors il existe z; € C* tel f(z) = 0, donc si on considere

21 bzg + czo
20 = ﬁ alors |zp| = 1 et pour tout nombre complexe nonnul a,ona —— =0
z1 a

est un réel.

II. MATRICES UNITAIRES

La matrice A = < 1

0 (3 > vérifie A*A = AA* = I, donc elle est unitaire.

Par définition si A = (aij)1<i,j<n € My(C), alors det A = Z A105(1)020(2)--Ono(n) ( Sn
gESy

désigne I'ensemble des permutations de 'ensemble {1,2,...,n} ). Ainsi det A* = det A et

si de plus A est unitaire, alors A*A = Iy, et par conséquent

det(A*A) = det Adet A =1,
donc |det A| = 1.

Il est clair que si u et v sont des complexes tels que |u|?+|v]? = 1, alors A = < —KU )\Uﬂ >
est unitaire.

. b . L
Inversement, Soit A = < (cl J > un matrice unitaire, alors |a|? + [b|> = |¢|?> + |d|? = 1 et

ca +db = 0. et |ad — be| = 1.

Supposons ad — bc = 1 (méme raisonnement si ad — bc = —1
. g bd bbd 9 9. d _
e Sia#0,ondéduitc = ——, puis 1 = ad — bc = ad + — = (|a|” +|b|*)= donc d =7,
a a a
ba _
etc= —ja = —b.
a

_ 1
e Sia=0,onobtient |b| =1,bd =0,d =0, puis |¢| =1, bc = —1, donc c = = —b.

D = diag(\1, A2, ..., \p) est unitaire si et seulement si D*D = diag(|\1]?, [X2|?, ..., [An]?) =
I,, donc si et seulement si |A1| = [Ag| = ... = |\ = 1.

2.5.1 Si A est une matrice a coefficients réels, alors A* =! A, donc A est unitaire si et
seulement si ‘AA = A'A = I,,, 'est-a-dire A est orthogonale.

2.5.2 Soit o une permutationde {1, 2, ..., n}. Notons A, la matrice de permutation associée
ao. Alors

Ay = (0i0(j))1<i,j<n
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Posons (*A,) = (bij)1<ij<n, On obtient :
Pour tout (4,j) de {1,2,...,n},ona:

bij = aj

I
S

DonctA, = A,-1
Soient maintenant o et 0 € S,,, on pose A; A/ = (¢ij)1<i,j<n, On obtient donc

Gj = Zéia(k)éka'(j)
k=1

= Jiee’ ()% (o' ()
Oig0 (5)
Alors A, A = A__; eten particulier ona:
AsAs-1 = Ayt = Ajg =1,

Donc A, estinversible et (4,)~! = A,-1 =! A, c’est-a-dire A, est orthogonale, donc
elle est unitaire.

2.6 Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice de M, (C), on note b;; les coefficients de AA*, alors
n
Cij = Z ik Qkj
k=1

n
Donc A est unitaire si et seulement si ) a;,ax; = 0;; (6;; étant le symbole de Kroneker ),
k=1
c’est-a-dire si et seulement si les colones de A forment une base orthonormée de M,, ;(C)

pour le produit scalaire < .|. >.

2.7 1l est clair que toute matrice unitaire A est inversible et A~! = A*,donc U,, C GL,(C).
D’autre par I,, € U(n) etsi A et B sont U(n), alors

(AB™1)*(AB) = (B™!)*A*AB~' = (B™')*B~! = (BB") ™! = I,,

donc AB~! € U(n).
2.8 Compacité de U(n)

28.1 Notons I : A — (‘A A),b: (A,B) — ABetyp : A — A*A.l et b sont des
applications continues ( [ est linéaire et b est bilinéaire ) et comme ¢ = bo [, alors ¢
est continue de M, (C) sur lui méme .

2.8.2 Par identification de M, (C) et C**, I'application ||.||2 n’est autre que la norme asso-
ciée au produit scalaire canonique de C?".
Si A = (aij)i<ij<n est unitaire alors A*A = I, et donc pour tout j = 1,2,...,n,
n

> lag? = 1.
i=1
Ainsi
1 1
n o n 2 n 2
Al = { D D layl” | = (D 1] =vn
j=1i=1 j=1
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283 Onal, = f~'{I} et comme f est continue et {I,,} est fermé de M,,(C), alors U, est
un compact de M,,(C), d’autre part, U, est borné, car pour tout A € U(n), || A2 =
\/n, et comme on est en dimension finie U, est un compact de M, (C).

IIT1. DEMONSTRATION D’UN RESULTAT ANNONCE

3.1 Ftude en dimension 2

3.1.1 Il est clair que

U*U = <
-7
U est unitaire.

u

3.1.2 Nous avons

UAU*

Donc

Ay

et

3.1.3

—v
u

SIS

) = I, puisque |u|? + |v?| = cos? a + sin? @ = 1, donc

u v ai b u —v
—U u c  a voou

(uay +ve)u + (ub + vag)v —v(uay + ve) + u(ub + vas)
(—Tay + uc)u + (—vb +uas)v (—vay + uc)u + (—vb + waz)u

(uay +ve)u + (ub + vag)v

a1 cos® o + ag sin® a + (ce'P=7) 4 be ==Y sin o cos o

(—vay + uc)u + (—vb + waz)u

a1 sin® o + ag cos® a + (be'B=7) 4 ceB=7)) sin o cos

3.1.3.1 D’apres la question [1.3.4] de la premiere partie, il existe zg de module 1 tel que

bz + €2 goit un réel, et comme

a1—a2

|zo| = 1, alors on peut choisir 3 et y tel que

2o = /87 Donc il existe un couple (8,v) € R? tel que p soit un réel.

3.1.3.2

est continue et comme ¢(0) =

des valeurs intermédiaires il existe a € }0,

1

2
3.1.3.3

Soit p un réel, I'application définie sur [0, g} par

) 1
go:a|—>cos2a+psmacosa— 2

)

1 -1
setop PN alors d’apres le théoréme

2
[ tel que ¢(a) = 0, c’est-a-dire

e

~ = cos’a + pcosasina.

Dans ces conditions, on a :

Ay ay cos® a + asg sin® o + (cei(ﬁ*” + be*i('g*”) sin v cos o
= ai(cos® a+ pcosasina) + as(1 — cos?) cos® a + pcosasina
= ta + (1 —t)ag
De méme
A, a1 sin? o + ag cos® a + (bei(ﬂ*” + ce*i(ﬁfﬂ) sin « cos a

tas + (1 —t)ay

1
Ainsi pour t = 2/ ona A; = Ay, c'est-a-dire les éléments diagonaux UAU* sont

égaux.
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3.2 Etude du cas général
3.2.1 Comme f est linéaire de M,,(C) dans lui méme , alors f est continue.
322

3.2.2.1 L'application g4 est continue comme composée des applications continues :
— l'application continue H — HAH* ; puisque on a 'inégalité :
IHAH" — HoAHglloo = [HA(H" — Hg) + (H — Ho)AHg ||
< [HHllooll Alloo 1™ = Hg lloo + | Alloc || H lloo | H — Holloo
— l'application linéaire f;
— l'application norme ||.||» qui est continue, car elle est lipshitizienne.

3.2.2.2 g4 étant continue sur le compact U(n), donc elle est bornée et atteint ses bornes,
en particulier il existe Hy € U(n) tel que g4(Hoy) = inf{ga(H)/H € U(n)}.

3.2.3

3.2.3.1 Puisque ga(Hop) > 0, alors iy # jo. Soit o la permutation de {1, 2, ...,n} définie
par o(ig) = 1, 0(jo) = 2 et pour tout k # ip et k # jo, o(k) = k. Notons P = A,,
alors PA € U(n) (car U(n) est un groupe ) et

If(PH)A(PH)")loo = [lf (HAH")||ox,

donc la supposition est possible.
3.2.3.2 C’est une conséquence de la question [3.1] de cette partie.

3.2.3.3 Comme Uj est unitaire, alors on a :
« [ U 0 Us 0 _( UyU; 0 I 0 _
vur= < 0 Ins ) ( 0 I ) - ( 0 Lo )0 1, )T

. B B1
7 / .
D’autre part, S1 0N pose A = < B2 Bg >0n a.

vow ( Uy 0 B B U; 0\ [ UBU; * \ _
UAU_(O In_2><B2 Bg><0 Iy )~ s By ) Im

/ /
Donc (UA'U*)1 1 = (UA'U*)95 = % etpourtouti = 3,4,....n, (UA'U*),; =
a; ;- ((UA'U*); ; désigne le coefficient de la i-éme ligne et j-éme colonne de la

matrice UA'U*.

3.2.3.4 Nous avons

If(UAT) e = S (UA A)ii—~(UA'T")j5| = sup {|zo — ajyl, |a; — aj;] /g, > 3} .
VAN

et puisque pour tout (4, ), on a [[a;; — a;l| < ||f(A")[|ec, alors en particulier
lahy — agll < lahy — ajyl et layy — aj;ll < |ay, — ady|, donc |z — aj;| < |aj; — aj,]
et par conséquent :

IF(UATU oo < I1f (A)|oo-

s /! / / !/ / / / /
Ona, pourtouti = 3,4, ...,n, |a;; — a 1| <lay; —aylet|a;; —as,| <laj; —ay),
donc les a; ; appartiennent a l'intersection des cercles centrés en o ; et al , et de
3 b 3
méme rayon |a}; — abs|.
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A

D’apres la figure, on voit bien que pour touti € {3,4,...,n} :
|20 — ajs] < |mo — 2| <lay; — gl

3.2.3.5 Notons
B ={(i.5) € [3,n]*/lai,; — aj ;| = |a}, — abyl}.
On suit le méme raisonnement qu’on a fait dans la question [3.2.3.4], mais cette
fois pour chaque couple (i, j) de E, et quitte a permuter les lignes et les colonnes

on peut supposer j = 4 + 1. Donc il existe une matrice unitaire U; telle que les
éléments diagonaux de U;UA'U*U} = (U;U) A (U;U)* sont

a.+a. . .., a.+ad. .
) +1,i41 ) +1,i41
L0, L0, A 3, eny — 2’ LN 2’ )9 49y e Oy s
avec
I (GO A UU))[loo < )1 (A)]loo-
et

! !
Ui+ Qi 1,01 / / ) /
5 Y%y <laj; — @ity 41| = lay; — az|-

On peut poursuivre ce raisonnement pour tout les couples (7, j) de E, en der-
niere étape on obtient une matrice H, produit de matrices unitaires, telle que

If(HAH" )|l < [If (A)loo-

L'inégalité précédente est en contradiction avec la définition de A’, donc I’hypo-
these g4 (Hy) > 0 est fausse.

3.2.4 D’apres ce qui précede on a nécessairement g4 (Hy) = || f(HoAHg)| = 0, donc f(HyAHj) =
0 et par conséquent, pour tout couple (7, j), (HoAH{)i; = (HoAH{)j j, c’est-a-dire les élé-
ments diagonaux de HyAHj; sont tous égaux.
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