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MINES PONTS
CONCOURS D’ADMISSION 2005

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
corrigé de Brahim Benmimoun ( MP MEKNES ).

I. PRELIMINAIRES

Question 1

1 1
Soit M € M,(R), on a M = §(M—|—tM)—|—§(M—tM) de plus A, N'S,, = {0}. En effet si

-~ -~

€Sy chp
AecA,NS, alors : A=%A=—A donc A =0 ,d’ou le résultat.

Question 2

Si M = (mp1) ik, ef1,.ny2 € Mu(R). Alors M s’écrit

M = Z mklEkl.
(k)ef1,..n)2
Alors :
ME;; = Z mp B Eij = Z My L
(k,h)e{1,.n}? ke{l,.n}
Donc
MEZJ Z mpy;tr Ek] =mj;
ke{l,.n}

Question 3

On remarque que : A,, = vect(E;; — Eji)i1<icj<n Soit M € M, (R),

VT € A, trMT =0 & V(i,j) € {1,.n}*,1 <i < j <n:tr(ME;;) = tr(ME;;) &
V(i,5) € {1,.n}*1<i<j<n:mj=m < MES,.
Question 4

Si M € M, (R) alors : {(eM) = ¢M il suffit pour cela d’utiliser la continuité et la linéarité de
I’application transposée en effet : Vn € N

n n
1 1
t(E yMk) = E H(tM)k puis on tend n vers 1’infini .
= k=0

Soit T' € A,

exp(T)! (exp(T)) = exp(T) exp(*T) = exp(T) exp(~T) = exp(T — T) = exp(0) = I.

carTet—Tcommutent

Donc e est orthogonale .
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Question 5
soit s réel,

1 1
sM kark 22752 kark
— ] —sM = —sfMF = 2 M ——. V.
e 5 kzzk!s s kzo(k+2)!s

qu’on note g(s)

+o00
1 k k
[A2g ()l < M2 Y lsl* 1M = || b el 1]
k=0

qui est borné au voisinage de 0 ceci par continuité par rapport a s ,on en déduit que :
M?g(s) = 0(1) au voisinage de 0.
D’ou le résultat .
Question 6

On écrit M = (C1,C5,..Cy,) ou les C; sont les colonnes de M.
On note : (e;)?_; la base canonique de M,; (R) alors :

det(M — XI) = det(Cl —Xep,Cy — Xeo, ..., Cp, — Xen) =

det(M)-l—Z(—l)j Z det(Cl,..,Cil_l,eil,CiIH,...,,Cij_l,eij,(]ijﬂ,...,Cn)Xj.
j=1 1<i1<..<i;<n

Orvjel,.,nVi <..<ijdans {1,2..,n} ona:

M — det(ola 0y Cilfla 6i150i1+1a CEE ) Cijfla €i;s CZ']'+1, sty Cn)

est continue .
D’ott M +—— aj(M )est continue Vj .

Question 7
det(sM + 1) =

n
det(sM) —|—Z Z det(scl,..,SCi1,1,6i1,80i1+1,....,SCZ'jfl,el'j,SCZ'jJrl,...,Scn) =

G=11<i1<...<ij<n

n—1
Sndet(M) + Z Z det(sCl,..,sC’il,l,eil,sChH,....,sC’ij,l,eij,sCijJrl,...,sC’n)+

=2 1<i1<...<ij<n

-~

=0(s)

n
1+ Zdet(el, vy €i1,8Ci, €41,y en) = 14 str(M) + 0(s?)
i=1

=s tr(M)
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On note
N =M +0(s)
On a alors :

det(sM + I +0(s%)) = det(sN +I) =1+ s trN 4 0(s%) =

1+s tr M +0(s?)

Question 8

On se place dans M, (C) et on note 0, ag, .., a, les valeurs propres de M
de multiplicité respective mq, ma,..,m, , on a déja mg > 1 car M non inversible .
Comme M trigonalisable , il existe P dans GL,(C) et T triangulaire supérieure tel que :

P'MP=T

18X cas : Si le nombre (avec multiplicité ) des valeurs propres négatives est pair.
Soit Dy = diag( 1,..1 ,as,..,a2, .....ap, .., ap)

mo fois mafois my foit
alors
P
det(T + sDq) = s™0(s + 1)~ ™0 Ha;n" >0,Vs >0
=2
>0

On note enfin Ny = PDP'etona, Vs >0:
det(M + sNy) = det(T + sDy) > 0.

(car P(T +sD1)P~! = M + sNy)

28Me (cas

Si le nombre (avec multiplicité ) des valeurs propres négatives est impair.
Quite a réordonner les valeurs propres, on peut supposer que as est négative.
Soit :

Dy =diag( 1,..1 ,—1,,a9,..,a2,.....ap, .., ap)
—~— — _

mo—1fois ma fois myp foit

Alors : Vs >0

p
det(T + sDy) = (—s)s™ (s +1)""" [ ai > 0,¥s > 0.

=2
——
<0

De la méme maniere que dans le premier cas ,on note Ng = PD{P~! on a alors , Vs > 0 :

det(M + sNy) = det(T + sDy) > 0.
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Question 9

si M diagonalisable (respectivement symétrique réelle) soit P € GL,,(R)
(respectivement dans O, (R) tel que :
P~YMP = diag( 0,..0 ,az, ..,ag, ..... Ap, .y Ap)
~—~— N———
mo fois mafois my foit
(respectivement ‘PM P = diag( 0,..0 ,a, .., a2, ..... ap, .., a))
~—~— N —

mofois mafois mp foit
On a alors Dy = P! NyP( respectivement D; =' PNyP) diagonale réelle donc Ny est
diagonalisable (respectivement symétrique ).

IT .Démonstration de ’inégalité (1)

Question 10

A et B sont symétriques réelles donc sont diagonalisables ,et comme elles commutent il existe
donc une base de diagonalisation commune & A et B , quitte & faire une permutation sur
cette base on peut supposer que : P~YAP = diag(ay, as, ...., an).

Or P~'BP est diagonale donc il existe o € o, telle que: P"'BP = diag(bg(1), bo(2)s -+ Oo(n))-
Ainsi P_l(A + B)P = diag(a1 + ba(l),ag + ba(2)a ceeey Ay T+ ba(n))

Et donc :

det(A+ B) = H ay, + by (i

Question 11

n=1{M €M, (R) , '"MM =1} C

I

3

D=
—

{M e M,(R) , |M]| = (tr(*MM))>

donc est borné .

D’autre part : aplication f: A +——! AA est continue de M,,(R) dans M, (R).

D’ou @, = f~Y({I}) est un fermé (car image réciproque par I'application continuef du
fermé{I}).

En conclusion : puisque I'espace vectoriel M, (R) est de dimension finie alors Q,, est une
partie compacte de M, (R).

Question 12

On(M)={UMU™! , UecOx} =g(0,)
Ol g: U+ UMU™! définie de GL,,(R) dans M, (R)

il est clair que g est continue , et
comme O, (M) = g(0,,) donc O, (M) est compact
On considere alors 'application : C'—— det(A + C') définie de M, (R) dans R.
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Il est clair que cette application est continue donc I'image du compact Q,, (M) est un compact
de R d’ou lexistence de By dans O, (M) telle que :

det(A+ By) = sup det(A+C).
Ce0r(B)

II.1 A+ By inversible

Question 13
Yr(s) = det(A + T Boe™*T)= det[I + (e*T Bye T — By)(A + Bo) '] det(A + By)=

det(A + By) det[I + T (Boe T — eI By)(A + By) 1]

Boe™*T — e™*T By = By(I — sT + 0(s?)) — (I — sT + 0(s?))By = s(T' By — BoT) + 0(s?)
Et donc : T (Bpe T — e=5TBy) =
(I + 8T+ 0(s*)[s(TBo — BoT) + 0(s%)] = s(T By — BoT) + 0(s?)
Ainsi : ¢p(s) = det(A + Bp) det[I + s(T By — BoT)(A + By) ™' + 0(s?)] =
det(A + By)(1 + str[(TBy — BoT)(A + By)~'] 4 0(s?).
(ceci d’apres la relation (3 ) de la question (7) ).
Question 14

Soit U € O, tel que By = UBU™! | soit s réel notons V = e*TU € 0, de sorte que
VBVl =esTBye 7.
On en déduit que : e*T Bope™*T € 0,,(B).
D’ou
Yr(s) = det(A + eI Bye™*T) < det(A + By) = 7(0).

Question 15
Puisque Vs réel , ¥ (s) < ¢r(0) , alors il existe o > 0 tel que : Vs € [—a, o] :
1+ s tr[(TBy — BeT)(A+ By) '] < 1.
et donc :Vs € [~a,a] : s tr[(TBo — BoT)(A + By)~1] <0, de sorte que :

tr[(TBO — BQT)(A + Bo)il] =0.
Dou : tr[TBo(A+ Bo)™'] = tr[BoT(A + By) '] = tr[T(A + By) ' By).
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Question 16

On a
VT € A, : trT[Bo(A+ By)™' — (A+ By) 'By] = 0.

Donc d’aprés la question (3) : [Bo(A + Bo) ™! — [(A + Bo) "' By] est symétrique et donc :
[(*A+" Bo) ™ (*Bo)] = ['Bo("A+" Bo)~'] = [Bo(A + Bo) '] = [(A+ Bo) ™" Bol.
Et comme Aet By sont symétriques alors :

[(A+ Bo) ™' Bo] = [Bo(A + Bo) '] = [Bo(A + By) '] = [(A + Bo) ' By.
Ce qui donne :[BQ(A—FB())*I] - [(A—FBo)*lBo] = 0. d’ou :[Bo(A—I—BQ)il] = [(A—FBQ)*lBQ].

et donc
(A + Bo)[Bo(A + By) " '](A+ By) = (A + Bo)[(A+ By)~'BoJ(A + By).
Ainsi :By(A + By) = (A + By)(A + By) et par suite : ABy = ByA.
Question 17

Déja B € O,(B) ( prendre U = I ) de plus A et By sont diagonalisables
(car symétriques réelles ) et commutent et comme B et By ont le méme spectre alors :
il existe o € o, telle que :

n

det(A + B) < det(A + By) = H(ak +bo@r)) < max H(ak + br (k)
k=1 " k=1

I1.2 A + By singuliere

Question 18

d’apres la question ( 8) , A+ By est symétrique réelle non inversible , soit donc
Ny symétrique telle que :
Vs > 0;

det(A + By + SN()) > 0.

On note alors : Vk > 0 entier Ny = By + %Ng ,INi. est alors symétrique et tend vers
By quand k tend vers l'infini .
Soit, pour tout entier non nul k , By € Q,,(Ng) telle que :

det(A+ Bg) = sup det(A+C).
C€0n(Nk)

On a alors : 0 < det(A + Ni) < det(A + Bg) ( car N € O (Ng)).
D’apres II.1 puisque A + By, est inversible alors A et By commutent d’ou le résultat.
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Question 19
Notons pour k entier non nul :

k k
sp By =sp Ny = (A" A Ak,
A+ By est symétrique il en est de méme de Ny et donc N = By + %Ng est symétrique réelle.
Il existe alors P, € O, telle que :

P,yg]\f,ng/,;1 = diag()\gk),)\gk),....,/\Slk)) qu’on note Dy.

Comme O, est compact il existe alors; (Pyx))x sous suite de (Py)x, et P € Oy, tellles que :
la suite (Py)x converge versP.
D’autre part :

()\§<p(k))’)\g"(k)), ey AEE)) = Do (ty-

Pyk) N Py = diag
En tendant k& vers I'infini on déduit que la suite (D“’Sk))  converge et de limite PByP ™!
et puisque V k > 1 D, est diagonale alors PBo P~
Donc il existe 7 € g, telle que :

I'est aussi .

diag()\%a(k)),)\g@(k)), ey ARy — D) converge vers diag(br(iy,br(2)-sbr(n))-

Sik>1, Aet Byy) sont des matrices réelles symétriques qui commutent il existe
alors o, € o, telle que :

- T ()
det(A + Nypy) < det(A + Byy) 1_[1 a; + )\ ) < max 1—[1(aj + )\a(j) ).
J= J=
En tendant k£ vers l'infini on trouve :

det(A + Bp) < maX H a] + bT(o(]))) = maX H a; + bo(]))

( car o — To0 est une bijection de o, sur lui méme ).

IIT .Une permutation qui réalise le maximum

Question 20

On montre le résultat par reccurence sur n.
sin=2:

le résultat est évident si o est la transposition (12) .
Sio=1id:Onaai(by —b1) < ai(by —by), Donc :

(a1 + b1)(az2 + b2) < (a1 + b2)(az + b1).

On suppose le résultat vrai a 'ordre n — 1 , on veut le montrer a ’ordre n
soient (ag,1 <k < n)et (by,1 <k < n)réels vérifiant H et o € oy,.
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18L cas :sio(n) = 1.
on considere (a,1 <k <n—1), (0,1 <k<n—1) (avecb) = byy1) ces deux suites
vérifient m,_1.
Soit 7 tel que : 7(i) =0 (i) —1,Vi=1,...,n — 1 il est clair que 7 € 0,,_; , donc :

n—1 n—1 n—1
[T +bo) = T (an + Vo -1) = [ (ar + ) <
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1
H(ak + b1 k1) = H(@k + bn—k+1)-
k=1 k=1
Donc : .
H ap + b [H(ak + bn,kJrl an +b1) = H (ar + bp—k41)-
k=1 k=1 k=1
281 cas :sio(n)=4>1,0(i) =1 o i <n.

On note 77 la transposition (1j) et 7 = 1100.
On a 7 vérifie les hypotheses du premier cas et ¢ = 7 sauf aux points ¢ et n donc :

n—1 n
1T (ar +briy) < T (ar + bnii)-
k=1 k=1

Ainsi :
(an—i-bl)(ai—i-bj) H (ak—i-bo(k)) = (an—i-bl)(ai—i-bj) H ak—i-bT(k H ak—i-bT(k H ag+bn—f41)-
k#i,n k#i,n k=1 k=1
Or : an(br — bj) < ai(by — b;) et donc :
(an +bj)(a; + b1) < (an + b1)(a; + bj).

En conclusion :
n

Vo € oy ; H(ak+b (k) Hak+bn k1)
k=1 k=1
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