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MINES PONTS
CONCOURS D’ADMISSION 2005

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
corrigé de Brahim Benmimoun ( MP MEKNES ).

L.CALCULS PRELIMINAIRES

Question 1.
Soitx € R:

N

x

f(z)e 7| < ’

e

"" < |~

qui est intégrable surR( car p > 0 et donc e=Pr = o
donc F'y est bien définie.
Soitz e R:

) au voisinage de —oo et de +00) .

D

T

u?

x 2 0 W2 T
Fy(x) —/ fu)e T du —/ f(u)e2du+/0 f(u)e” 2 du
~ P

constante

comme fest continue sur R alors Fy est C! de plus:

22

(Fp) (z) = f(x)e™ T >0

ainsi F'y est une application C ! strictement croissante de R sur |0, v/27]
(ceci puisque les limites en —ooet + oo valent 0 et/ 27 respéctivement).

En conclusion Fy est un C! difféomorphisme de R sur |0, v/2x|.

Question 2 et 3.

Déja 1 € H ; il suffit de prendre p = 1 ainsi F} est un C! difféomorphisme de R sur]0, v/27[.
Analyse :

si g existealors: Frop =Fyd’olip = Ff_loFl.

D “ou 'unicité.

Synthese :

on pose ¢ = Iy LoFy de sorte que ¢ soit un C*! difféomorphisme strictement croissant de R sur
R(comme composé de deux C' difféomorphismes strictement croissants).

Question 4
L. / _ <P2 (z) _ ﬁ .
ona: Frop = Fi donc en dérivant : f(p(x))p (x)e” 2 =e 2z onpasse au In puisque tous les

termes sont strictement positifs on trouve — %1'2 ,de méme : go_l =Fy 1oFf on dérive on trouve :

1 /

Fy(x)

—1y/ ) =
O H T w)
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(e71@n? _ a2
= f(x)e 2 e 7.

puis on passe au In,le résultat cherché est : —322.

Question 5
si A < B on pose v = ¢(u)alors :

/  hp(u)e % du

A

¢(B) 2
_ / h(v)f(v)e™7 do.
©(A)

En faisant tendre A et B respectivement vers —oo et +o0 et en utilisant le difféomorphisme

v2
strictement croissant ¢ et le fait que v — h(v) f(v)e™ 2 est intégrable surR on trouve le résultat .
Question 6

Soit A tel que : p(A) > OIeAexistecarEmw(x) =+4o00,s0itz > A,Votelquer <v<z+lona:
oo

et

On obtient alors :

Question 7

112 v2
La fonction v — v2 f(v)e™ 2 dv est intégrable sur R ; (car v2f(v)e™ 2 dv < 02%6_0”2 qui est

2
intégrable sur R)donc la fonction v — ¢?(v)e™ 2 est intégrable sur R (il suffit de prendre

h(v) = v? et utiliser (5) ).
Soit donc C' > 0 qu’on peut choisir supérieur a A tel que :

z+1 »2
/ ©*(v)e” 2dv < 1,Vx > C.
x

De la méme maniére que dans (6) soit C' > 0 tel queVz < —C’ona:
p(x) <0

et

donc

2 _(_7)"’1)2 r 2 S
pi(x)e” 2 < v (v)e” 2dv < 1.
z—1

Si on prend B = maxz(C,C") on a alors :
Vz , tel que |z| > B :

_ (z[+1)?
2

N

p*(x)e
DoncV|z| > B:
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Question8
/ _u? _u?y,
(up(u) —¢'(u))e” 2 = —(p(u))e”2)".
et
(1—u?)e” 2 = (ue 7).

w2

(u—p(u))e” 2 est Donc est une primitive de :

[

u_
2.

u— (up(u) —u? — @' (u) + 1)e

Question 9
d’aprés 1’ inégalité de ( 7) : )
(u—p(u))e” .
a une limite nulle en +oo et en —oo on en déduit que I =0
Remarque : On vérifie aisément que Les fonctions : u — uQe*%,u — ucp(u)e*§ U efé
sont intégrables car (|u|<p(u)e_% < \u|ew qui est intégrable sur R.)

On déduit alors en utilisant / = 0 que :

converge.

Il .UNE INEGALITE INTERESSANTE

Question 10
par convexité de 1) :  — xIn x sur |0, +-o0o[ on obtient :
Vr>0,zlnz >x — 1.

y=x-1 étant 1" équation de la tangente en 1 a la courbe de 1) on a alors si on

note :8(v) = (f(v) — e~ < In(f(v))f(v)e .

D’autre part notons :

N

2
v

€% (~In(p) + (1 - ) 5) > Wn(f(v))f(v)e”

<
S

a(v) =

S

,U2
On obtient : [In(f(v))f(v)e” = | < |a(v)| + |B(v)].
On vérifie aisément que les fonctions « et 5 sont intégrables sur R ainsi v —— In(f(v))f(v)e™ 2z est
intégrable sur R , ainsi E(f) est bien définie.
Les fonctions :

02

2

2
v — v2e” T u — up(v)e”

il
2.

sont intégrables sur R.
Donc

u

(1= (u)%e .

est intégrable sur R , ainsi ®( f) est bien définie.

Question 11
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[M]

_v

On pose h(v) = In f(v) et puisque v — In(f(v)) f(v)e™ = estintégrable, en utilisant la question (5)
on obtient :

+oo 2
E(f) = / (In(F(p(u))e ™5 du.

—00

Question 12

(cecid "aprés(4)) .

u2
on peut en déduire que : [ j;o In(¢'(u))e™ 2z du converge .

Or I =0donc:
+oo , , .2
E(f) —2(f) = /_ (1= (u) = In(¢ (u)e™ = du.
Question 13

En utilisant
Inz <z—1,Vx > 0.

On obtient : In ¢’ (u) < ¢ (u) — 1, Yu réel .
Donc :

E(f) —®(f) =2 0.

Question 14

E(f)—®(f) =0+<= ¢ (u) —1=1n¢ (u),Yu € R <=
¢ (u) =1,Yu e R <
olw) =u+tc

avec c constante rée%le . , ,
. el / @7 (u) u
Ainsi: f(u) = e 7 (car f(o(u))g (w)e 2 =e T.)
On a utilisé [ _Jr;o s(z)dz = 0 ol s est continue positive sur R entraine s = 0;

car siJ segment de R [, s(z)dx < [ j;o s(x)dxz = 0,donc s nulle sur ] ceci pour tout ] en particulier
Vz : s(x)=0( prendre {J=x}).

INTL.EXTENTION AUX FONCTIONS POSITIVES

Question15

déjasin € N*, f, € Hy eneffet, f, est continue et :

1,011 1 o, 1 1,
0<fo<((1- E)—Fﬁ)?exp(i—p)x = ;exp(§—P)ﬂf :
ou
/ . 1
p=min(  p 5 )-
associ € a g ~
associ e af=1
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+ u?
De plus [*° fo(u)e™ = du =

f+oo(l+(1fl)g(u))67uf22du: lf+°° 5 du+ f+oo 7%du:f+ooefu72du.
—o0 \n n n — 00 —00
La fonction v étant convexe donc :

PUa()) < (1= 2)(g)(w) + 9 (1)) = (L= )p(g)(u) < $(o) ()

n

w2

Or u — 9(g)(u)e” 2z est continue ; intégrable ceci d’aprés 1 'inégalité :

v2

[Y(g)(v)e” 2| < [a(v)| + [B(v)].

M

2 u2 v

qui est vraie meme si 1/1(9)( ) =0Aveca(v) = (=In(p) + (1 —-p)%)e” = ,B(v) = (g(v) —1)e” =,
avec g(v) < ; exp((5 — p)v?).
Et comme (z/)( fn))n converge simplement vers ¢(g) alors en utilisant le théoréeme de convergence

dominée on obtient :
(E(fn))n converge vers E(g).
Question 16

Soit x € R la suite (¢, (z)), étant bornée réelle donc :

I’ensemble de ses valeurs d’adhérence est non vide, égal a N, {¢x(z)/k > n}, Donc fermé borné de
R donc compact d’ot1 I'existence de 11 (x) et de ¢o(z).

Soit donc (g (n)(*))n une sous suite de (¢n(z)), qui converge vers 11 (), on vérifie que :

vi(z) = sup(inf{fn(z). k > n})

et que:

() = inf(sup{ fu ),k > n}).

w2 w2
1Or (f) %(n>(:r:) fomy(u)e™ 2 du < sil(i))(w) (14 g(u))e™ 2 du qui tend vers 0 quand n tend vers
infini .

De plus :

u? w2
Ensuite fip;c(f) fo(n)(w)e™ 2z du converge vers ff;gx) g(u)e™ 7 du( ceci par théoréme de convergence
dominée ).
On obtient alors par sommation et par passage a la limite :

¥1(z) w2 T w2
/ g(u)e_2du:/ e 2 du.

En effet:

Y1(2) W2 Y1(2) W2 bo(n)(T) W2 Y1(2)
/ g(w)e™ 5 du = / (9(0) — Fopmy(u)e™ 5 du+ / Foty (w5 dut / Fot (w)e™

— o0 — o0 —0o0

o (n) ()

2
u”
2 du .

tend vers 0 tend vers 0

2
terme dont la limite est: [*_ e~ "2 du quand n tend vers l'infini .
meéme raisonnement pour .
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Question 17

Soient z, y réels tel que z < y,

Y1(z) W2 T w2 y w2 Y1(y) w2
/ g(u)e2du:/ e2du</ e2du:/ g(u)e™ 2 du.

On obtient :
P2(z) W2
/ g(u)e” 2 du > 0.
P1(x)
De sorte que 1 (x) < 2(z) (car g positive ), Méme chose pour ;.
D’autre part la fonction 1); est strictement croissante donc posséde une limite en —oo notée a’ (qui

peut étre oo ).

w2

u2
Et comme : fawl(x) gwe  zdu= [ e zdu>0.doncti(z) > adoncd > a.

¥1(z) w2 Y1 (x) w2
/ gu)e” 2 du = / g(u)e™ 2 du.

D’oti comme :

en tendant x vers —oo on trouve : faa, g(u)efédu =0,

D’otia’ = a (car sinon a < o’ et donc g serait nulle sur| — oo, a'[ et alors a ne serait plus la borne
inférieure de {x/g(z) > 0})

méme raisonnement en +oo.
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Question 18

Remarque :siz < y des élémentsde Ret z,tavecx < 2 <t <y
alors :

Y1(w) < P1(z) < Pa(t) < ¥i(y).

en faisant tendre z vers z et t vers y on trouve :1)1 (z7) < 11 (y ™). (car ¢ strictement croissante).
ainsi 1 (z7) < i(at) <Pi(y™) <viy™).
1" cas:aetbe R
On suppose qu’ il existexy, z2, ..., x, des éléments de D§ telquep > N(b—a).
Alors iy (2]) < 1(a]) < i(ay) < i(ag) < ... <i(z,) < ¢i(z)).
P
P _ _ 1
Diowb —a > 1 (s) —daler) > 3(Wie) —vle) > vy
d’ottp < N(b— a) contradiction.
2¢m€ cas : si a ou b est infini :
Puisque R = Ugen[—k, K]
1
onnote: Dy 1 = {x/¢1(xT) —P1(z7) > g [1(x7), 1 (2T)] C [k, K]}
Alors : D% = Uka,%.

1
Or card D, 1< ZkN ,donc D 1 estau plus dénombrable car union dénombrable de parties au
plus dénombrables .

Question 19 :

D =Unen+D 1 donc D est au plus dénombrable car union dénombrable de parties au plus
dénombrables ( on remarque que la suite (D 1 ) est croissante ) .

Question 20

w1($) u2 IZ) ( ) u2
comme:/ glu)e” zdu= [2" g(u)e™ = du.

on obtient :

2(T w2
/ g(u)e” 2 du = 0. et comme g positive continue et 11 (z) < ¢2(x) alors g est nulle sur
Y1 (x)
[Y1(2), Ya(2)].

Question 21

soit(y, z) € [a,b]* tel que y < = < z:

¥1(2) 2 z 2
/ g(u)e_2du:/ e 2 du.
¥1(y) Y

En tendant y et z vers x on trouve :
Y1(a) u2
/ g(u)e” z2du =0
Y1(z)

de sorte que ¥ (z7) = ¢y (z™).
Car si non g serait nulle sur [¢1(z7), 41 ()] qui contient ¢ (x)(cary; croissante) et on aurait :
g(¢1(z)) = 0 ce qui est contraire a 1 hypothese.
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Question 22

Par 'absurde :
On suppose que 91 (x) < 12(x) et que 1 est continue en x alors ( d’apres la question20 ) :

Y2(z) u2
/ g(u)e” 2 du = 0.
1(z)

On pose

£ = w2($) — ¢1($) >0
comme 17 est continue en z alors :
Soitn > 0tel que: Vy €lx —n,z +nlona:|yi(xz) —Yi1(y)| <e.
Soit z €]z, z + n] alors :

0 <th1(2) = (2) <e=a(z) = Yi(2).

donc () > 11(z) et comme g est positive alors :

%(z) w2 wz(m) 2
0< / g(u)e” 2 du < / g(u)e” 2 du = o.
1(z)

de sorte que Vz €|z, x + nlona:

w2
0< [Fe Tdu= e 1(96) g(u)e™ T du = 0 ce qui est absurde, d’ot1 le résultat.
Question 23

Si K est fini on n’a a pas, forcément le résultat (si K={zo, 1} on doit avoir |¢; (z9) — Y1 (21| < e ce
qui n’ est pas toujours verifié ).On démontre le résultat avec les xo; < 22541 (et pas xo; < w2541 ).
11 étant cotinue sur K donc y est uniformément continue(X compact),

soit donc & > 0 tel queV(z,y) € K?si |z —y| < § alors::

1 (x) — 1 (y)] <e.

(K compact on peut donc le mettre dans [min K, max K| puis découper ce segment en des
segments de longueur inférieur a §).
soient g entier et (cj, d;) |, réels avec:
K c Ui[d},d}]
et tel que :
0<(d;—cj)<é et [df,d;]NK #0.

J J’J

q
on note alors : ¢; = min[c}, d;] N K,d; = max[ N K
j=0 9777 j=0

Onaalors : V(u,v) € R*tel que ¢; <u < v < dj:

Y1 (w) = b1 (V)] < ¢i(d)) —a(ey)| < e

(car v est croissante )
on note enfin :

T2j = Cj, T2j+1 = dj.
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Question 24

Soit x € K et j tel que = € [x2;, 22j41] , il existeN; entier tel quesin > N;ona:
[on(T2;) — Y1(@2;)| < e et |on(wa41) — Y1(w241)] <e.
On a utiliser le fait que 91 est continue aux points : z9; etxg; 1 et donc la suite (5, (z2;))n possede
une unique valeur d’adhérence donc converge vers v (z2;) (caryn (z2;) = 2(z2;))
méme chdse avec xa;1 .
De plus :
1 (x) — Pr1(zo5)| < e

(car € [95, x2;11])
D’autre part : , Soit n > mqagc N; qu ‘on note N’
j=
on(z25) < pn(®) < Pr1(z2)41)

et

Y1(z25) < Y1(z) < Y1(z2))
( ceci par croissance des fonctions 1, ¢y,).
d’ou:
VY1(z25) — on(T2i41) < Y1(2) — on(T) < P1(22541) — PnlT25)(*).

or :|th1(w2541) — Pn(®25)| < [V1(x2541) — Y1 (wey)| + [Y1(225) — n(w25)| < 2e.

et [Y1(z2;) — @nl@2j+1)] < |¥1(2; — Y1(@j41) + [Y1(w2j41) — @n(@2j41)] < 26. On en déduit avec
(*) que :

|1 () — pn(2)| < 2 ceci Vn > N’ , d’ou le résultat.

Question 25

On remarque que D est d” intérieur vide car au plus dénombrable donc C est dense dans R, Soit
donc A assez grand tel que A et —A appartiennent a C.
VYm,eN,Vu € [-A,AJona: p,(—A) < om(u) < om(A).
Soit N tel que Vm > N : |om(A) — ¥1(A)| < 1, |om(—A) — 1(—A)| < 1(car (¢m(x))m converge vers
Y1 (x) Vo € O).
D’ou
—1+¢1(=A) < om(u) <1+ 91(4).
AinsiVm > N ,Vu € [-A,Alona:

—1 = [ (=A)] = [V1(A)] < pm(u) < T+ [P (=A)[ + [¢1(A)].

D’ot1 le résultat.
On note My = |[¢1(A)| + [¥1(—A)| + 1
Soient pour i=1,2,...,N-1: M; = sup{|pi(u)|;u € [-A, A]} ( M; existe car p; continue et [— A, A]

compact)
et

L= %_55( M;.
onaalors: Vn;Vu € [—A, A]:

|on(u)] < L

D’ou Vn; Vu € [—A, A]
[ = n(w)* < (Jul + on(w)])? < (A+ L)
D’ott le sup {|u + ¢n(u)|?/|u| < A,n > 1} est fini.
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Question 26

w2
/ lu — @n(u)|?e” 7 du <
J

P

orvVn > 1,Vu € [-A, A, |u — pn(u)|? < M donc :Ju — 91 (u)|? < M (il suffit pour cela de prendre
une sous suite de (¢, (u)),, qui converge versy;(u) ).

Yn>1,Vp=>1:
S —9e27P,

Donc :
u2 2P
/ lu— 1 (u)Pe™ > du < M2=—= = 22277,
Jp M
Or:
u2 I u2 —+00 1
[ P Faus Y [ u-enwPe Faus2ey o~
p21 Ty p=1"7p p=1
De méme : ,
R
p)lJP
Donc : ) )
| / u—paPe Fau— [ P T dul < 4

p>1 JP p=>1 JP

u u2
De plus: [, |u— ¢n(u) |26_7du converge vers [, [u — 1 (u)[*e” 2z du (car K est est fermé inclu dans
[-A, A] donc compact, or Kinclu dans C donc ( ¢,,), converge uniformement vers 1; surk..)

w2 2
Donc:Ve > 0,3N/Vn = N : | [ |u— ¢n(u)Pe” 2 du— [, Ju—11(u)Pe” 2 dul < e.

De sorte que
A g s .
’/ [u—n(u)e™ = du - / lu — 91 (u)|*e” 2 dul

. W2 _u?
< il enPe s du = flu=dalPe™ dubefy o b= onlPe dut [y lu=

Y1 (u)|Pe T du, 5e , ceci étant Vn > N d’ out le résultat .

Question27

w2
VA > 0; 1 [2) Ju— n(u)?e % du < E(fy).
u2
En faisant tendre n vers linfini il vient : 1 [* |u — ¢y (u)[?e™ % du < E(g).

/U/2
Dot : u — |u — 11 (u)|?e” 2 est intégrable de plus :

1

“+oo w2
5[l ni@Pe F i< BG).
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