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I. Description des normes euclidiennes
1. Identité du parallélogramme
1a. Soit ¢ un produit scalairede E tel que N(x) = \/¢(z, ), et soient = et y deux éléments de E, on a:

N(@Ez+y)P?+N@E—y)?® = ol+y,z+y) +el@—yz—y)
2¢(z, ) + 20(y, y)
= NP+ Ny,

Si la norme |||« est euclidienne, alors elle doit vérifier I'identité du parallélogramme, en particulier
pourz =ej ety =-ez,onallz|c = |ylloc = |+ ¥lloo = |z + y|lcoc = 1, on obtient

12+12=2(12 +1?)

ce qui est faux, donc la norme ||. ||, n’est pas euclidienne.
1b. La norme ||.||2 est euclidienne puisque c’est la norme associée au produit scalaire canonique :

n
(z,y) =< x,y >= szyq

i=1
Le méme exemple montre que |||, (p # 2 ) n’est pas une norme ecuclidienne.
2.5i 5 € S} (R), alors 'application < . >g est un produit scalaire sur E, en effet, I'application considé-
rée est une forme bilinéaire symétrique et définie positive.
3. Soit ¢ un produit scalaire sur £, alors ¢ est forme bilinéaire symétrique et définie positive, autre-
ment dit la matrice S = (¢(e;, e5))1<i,j<n est symétrique et définie positive, donc S € St (R) et
o(z,y) =t XY, c'est-a-dire p =< . >¢ .

II. Quelques généralités et exemples

4. 11 est clair que l'application identique est dans Isom(V), de plus si v et v sont dans Isom(N) alors
N(uwv(z)) = N(v(z)) = N(z), donc uv € Isom(N). Enfin si v € Isom(V), alors u est inversible, car si
u(z) = 0, alors N(x) = N(u(z)) = 0 donc z = 0 ( propriété de la norme ) et N(u=!(z) = Nu(u™1)(x) =
N(z),doncu~! € Isom(N) et par conséquent (Isom(N),.) est un sous-groupe de GL(E).

5. Soit x € X(N), alors N(u(x)) = N(z) = 1, donc u(z) € X(N), c'est-a-dire w(X(N)) C E(N). In-
versement, soit y € X(N), alors, puisque u est une bijection, il existe x € E tel que y = u(x), donc
1 = N(y) = N(u(z)) = N(z), doty € E(N) et u(X(N)) = X(N). Réciproquement, si z = 0, on a
N(u(0)) = N(0) = 0. Soit maintenant z € FE\{0}, alors y = & € S(N)etdonc1l = N(u(y)) =
ﬁ]\f (u(z)) et par conséquent N (u(z)) = N(x), donc on a I'équivalence demandé.

6. Il est clair que la boule unité (dessiner une figure) est stable la symétrie d’axe D d’équation z +y =0,
alors que ne 'est pas pour la rotation d’angle %, donc s est une ||.|[;-isométrie et 7 ne I'est pas.

7a. La matrice représentant la forme quadratique est :

3 0 -1
S = 0 2 0
-1 0 3

7b. La matrice S étant symétrique, donc diagonalisable et admet une base orthonormale de vecteurs
propres. Le polyndme caractéristique est ys(A\) = =A% +8A? =20\ + 16 = (A —2)?(4 — \) Le sous-espace
propre associé a 2 est engendré par v, et v; avec v, = %(1, —2,1)etvy = %(1, 1,1) qui forment une

base orthonormée. Le sous-espace associé a 4 est donc dirigé par vz = vi Avy = % (—1,0,1). Finalement
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7c. N, est la norme associe au produit scalaire < . >g, donc norme euclidienne sur R3.
7d. Soit M un point de 3, et (X, Y, Z) ses coordonnés dans le repere (O, v1, v2, v3), alors :

Y zZ Y 2X X Y Z
O—])W:XU1+YU2+Z'U3:< )

X

VBT VEVE VEVE VB VA

Donc M € ¥, si et seulement si 2X? +2Y? +42Z% = 1 etalors X(N,) = {(z,y, 2) € R3/32% +2y* + 322 —
2xz = 1} est une ellipsoide.

7e. ¥(NN,) est une surface de révolution, puisque S admet une valeur propre double, son axe est dirigé
par v3. On peut remarquer aussi que X(N,) a une équation de type f(X? + Y2, Z) = 0, donc stable par
toute rotation autour d’un axe perpendiculaire au plan (XY).

7f. D’apres la question 5. Isom(N,) a une infinité d’éléments, car X(N,) est stable par toute rotation,
donc Ny-isométrie, d’axe dirigé par vs et ceux derniéres sont en nombre infini.

I11. Etude de Isom(NV) lorsque N est une norme euclidienne

8a. Si pour tous vecteurs = et y de E, on a < u(x),u(y) >s=< z,y >g, alors en particulier si z = y
on obtient < u(x),u(x) >s=< x,x >g qui s’écrit encore Ng(u(z)) = Ng(z). Réciproquement, d’apres
I'identité de polarisation on a :

<u@)uly) >s = S(N(0(z) +u(y)) ~ N2(u(z)) ~ N*(u(y)
= (V@ ty) - N2(a) ~ N2(y)) =<,y >5

Donc u est Ng-isométrie.
8b. Puisque < u(z),u(y) >=' (AX)SA(AY) =t Xt ASAY, alors l'égalité

< u(gj)au(y) >5=<x,Yy >z,

valable pour tous z et y de F, est équivalenta ‘ASA = S.
9. La matrice associé au produit scalaire canonique, dans la base canonique, est la matrice identité I,,,
donc A € ISOM(||.||2) si et seulement si ‘AA = I,,, donc ISOM(]|.||2 = O,(R). Comme O,,(R) étant

cosf§ —sinfd O
infini (il contient les matrices | sinf  cos@ 0 ,0 € R), ISOM(]|.||2 est infini.
0 0 I,
10. Une application des polyndmes interpolations
10a. Soit P un polynome de degré inférieur ou égal a r, tels que P(z¢) = P(z1) = ... = P(z,) = 0, donc

P admet r +1 distinctes, donc il est nul. Le noyau de u est donc {0}. Les deux espaces considérés sont de
méme dimension, donc u est bijective et par conséquent pour tous réels yo, y1, ..., Yr, il existe un unique
polynéme L tel que u(L) = (yo, ¥1, ---, ¥r), un tel polyndme est donné par :

10b. Soit r = card{u,ug, ..., un} (1 < r < n), quitte a changer I'indexation on peut supposer 0 < u; <

Ug < ... < Up = Upy1 = ... = Uy. On sait qu'il existe un polynéme L tel que pour (i = 1,2,...,7) on
L(u;) = \/u;. Alors
L(ur) Vur
L(u,) Vi
) Lurs1) N
L(uy,) VUn,



11. Racine carrée dans S,/ (R)
11a.Soit S € S;7*(R), donc il existe une matrice P orthogonale tel que S = PD'P avec D = diag(\1, Az, .

11b. Soient U = diag(A1, A2, ..., An) et V = diag(v/A1, VA2, ..., V/Ap) et soit L un polyndme de R[X] tel
que L(U) = V. Nous avons donc

L(B?) = L(S) = L(PU'P) = PL(U)'P = PV'P = A,

la polynome Q(X) = L(X?) convient.

AB = BA puisque A est un polynéme en B.

11c. Soit X € M, 1(R) tel (A + B)X = 0, donc AX = —BX et par conséquent XAX = —'XBX,
c’est-a-dire N%(X) = —Np(X)?,donc Na(X) = Np(X) = 0 et par suite X = 0 et A + B est inversible.
11lc. (A+ B)(A—B)=A? - AB+ BA—B?>=S— AB+ BA — S = 0etcomme A + B est inversible,
alors A —-B=0dou A=5B.

12. Etude du groupe d’isométrie pour une norme euclidienne

12a. Soit M € O,,(R), alors "M M = I,,, d’autre part

(VS MVE)S(VS MVS) = VS MYVS VIVIVS MVS = 8,

donc VS~ ' Mv/S € ISOM(Ng).
12b. Soient M et N de O, (R) tels que VS 'MVS = V§ ' NV3, alors par multiplication a droite et a
gauche par /S et VS~ on obtient M = N.

D’autre part si N € ISOM(Ny), alors VENVS e O, (R) et ¢(\/§N\/§71 = N, donc ¢ est surjective.
De méme , comme O,, (R) étant infini et ¢ est une bijection de O,,(R) dans ISOM(Ng), alors ISOM(Ng)
est aussi infini.

IV. Etude du cardinal de Isom(p)
13. Endomorphismes de permutation signée

13a.Soit x = ) wie; € E, alors u(x) = ) wiu(e;) = ) Ti€i€qyi) = ) To-1(3)E0—1(i)€i, d'OU
i=1 i=1 i=1 i=1

- 1 - 1 - 1
[toe@)lp =D (To-1()Eo=1()|")? = D _(To=1([")7 =Y _(|zil")? = [|zl,,
i=1 i=1 i=1
donc u, . est une p-isométrie.
13b.Ona uyc(€1) = €3, s c(€2) = €4, Upc(e3) = —€1 et uy (e4) = €3, d'olt
0 0 -1 0
(g o], = 00 0 1
oelBe =1 1.0 0 0
01 0 O

14. Inégalité de Holdér

14a. La fonction lagarithme népérien étant concave, donc pour a et b strictement positifs on obtient
1 1 1 1

In {ap + bq] > —Ina? + —Ina? = In ab, en composant par 1’exponentielle on obtient —a? + —b7 > ab.

p q p q p q
Sia = 0ou b = 01'inégalité est triviale.

14b. Le cas ou « = 0 ou y = 0 est immédiat. Appliquons le résultat de 14a. a a = ‘;flp etb=
sommons :

il :
yll,” PHS

n
TiY;
|i§1 il Z |z |yl
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ol les \; sont les valeurs propres positifs de .S, on vérifie facilement que S = A? ot A = Pdiag(v/ A1, VA2, ...

V)P



d'ou | <z,y > [ < [lzlpllylq
14c. Pour p = 2, ¢ = 2, donc l'inégalité de Holdér n’est autre que 1'inégalité de Cauchy-Schwartz pour
le produit scalaire canonique.

n
15. Soit j € {1,2,...,n}, u(e;) = Y a;je;, alors, puisque u est une p-isométrie, |u(e;)|l, = ||e;lp, égalité
i=1

qui s’écrit encore :
n

> lailP =1,
i=1
n n
et par conséquent on obtient, en sommant sur j : Z Z |a;;|P = n.
j=1i=1
16. Une formule de dualité
16a. Soit © € E fixé. L'application I, : y — | < z,y > | étant continue, comme composée de deux
applications continues, sur le compact 3, ( fermé borné de E), donc elle bornée et atteint ses bornes, en
particulier max !, = max| < z,y > | existe.
YyED, YyED,
16b. Soit z € 3 tel que ;Ié%X| <zy>|=|<uwmzz>|etdapreslaquestion14b. ona:| < z,z > | <
q

[lpll=llg = [[2]lp-
Le vecteur y ainsi construit est bien un élément de X, puisque

n n
Iylly = > leilaiP~Hlzll, 71 = llzll;? Y lal? = 1,
i=1 i=1
de plus
n n
| <@y > | = el 1Y el = el Y il = ||z,
i=1 i=1
Ainsi, puisque max | < z,y > | < ||z|lp, ||z]l, = max | < z,y > |.
IS YyEX,
17. Supposons que u est une p-isométrie, donc u(X,) = £,. D’apres la question 16b. , on a aussi

VlEGE, ||x||q:max|<g:,y>|,
ZUEEP

[ ()l max | < u”(z),y > |

yezq

= < >
max | < z,u(y) > |

= max |<z,z>|
zeu(Xp)

= ,Ifé%if‘ <z z>|=|z|,

donc u* est une g-isométrie.
On sait que la matrice représentant ’endomorphisme u*, dans la base canonique, est *[u] 5,, donc d’apres

la question 15. ona:
n n
>3t =

j=1i=1
T ™
18a. L'égalité )~ o] = > af,s’écritaussi ||z||2 = ||z|? avec = (a1, o, ..., o), I'inégalité
k=1
re=(

<zy>|<

[2ll»llyllq entraine pou ai,az, ..., 0p)

3 < ll]?,

qui s’écrit aussi :
s
2 p
Z(ai —af) <0.
i=1
Sip > 2,onaVidonc af —af >0,donconauraVia; =0oua; = 1.

Sip < 2,alors ¢ > 2 et on a de méme ||z[|3 < [|z[|%, ona donc oy; = 0 ou a; = 1.



Finalement o; ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

18b. D’apres ce qui précede Zn: Xn: la;j|P = Xn: i la; 519, donc Vi, j |a;;| = 0 ol |a;;| = 1.

19. Soit A = (a,;) la matricjg al’alne p—isonigtlri: 1u, d’apres la question précédente a;; € {—1,0,1} et
comme |[[u(e;)|[F = |e;[|, c’est-a-dire Zn: la;;|? = 1 alors il existe une permutation o de P, tel que
ag(j); = €5 € {—1,1} et a,(;); = 0 pour il;él j, donc u est de la forme u, .

Réciproquement, tout endomorphisme de type u, . est une p-isométrie (la question 13a. ).

Conclusion :
Isom(p) = {us/o €P, et e€{-1,1}"}

et par conséquent card Isom(p) = 2"n!, quantité indépendante de p.
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