
CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE
MP 2005 Math 2

avec quelques adaptations au programme PC
Partie I

1. On a une matrice carr¶ee de taille n qui admet n valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable et semblable µa l
matrice diagonale des valeurs propres.. Quitte µa changer l'ordre des vecteurs propres on peut supposer que les valeur
propres sont dans l'ordre croissant.

A = PDP¡1 avec D = diag(¸1,: : :,¸n)

Soit R 2 Mn(R) et S = P¡1RP . Si on multiplie une ¶egalit¶e par une matrice inversible on obtient une ¶egalit¶e ¶equivalente
Donc

R2 = A () P ¡1R2P = D () S2 = D

2. a. On a SD = S3 = DS.
b. Soient d et s les endomorphismes ayant dans la base canonique de Rn les matrices D et S ; on a ds = sd: Les sou

espaces propres de d sont stables par s . donc les droites engendr¶ees par les vecteurs de base sont stables par s . 8
s(ei) = siei Et donc S = diag(s1; ¢ ¢ ¢ cn)
remarque : on peut aussi poser S = (si;j ) et poser le systµeme SD = DS on a 8i; j ¸isi;j = si;j¸j et donc pou
i 6= j , si;j = 0 car ¸i 6= ¸j

c. On a alors S2 = diag(s2
1; : : : ; s

2
n) = diag(¸1; ¢ ¢ ¢¸n), on a donc

8i; s2
i = ¸i

d. Si ¸1 < 0, la relation pour i = 1 n'a pas de solutions r¶eelles

Rac(A) = ;

e. Si ¸1 ¸ 0 alors pour i ¸ 2 ¸i > 0 et donc :

Rac(D) = fdiag("1
p

¸1; : : : ; "n
p

¸n)= 8i; "i = §1g

3. On utilise que R est racine carr¶ee de A si et seulement si S = P¡1RP est racine carr¶ee de D :

- Si ¸1 < 0, on a vu en 2:d que Rac(D) = ;. Il n'y a donc pas non plus de racine carr¶ee pour A.
- Si ¸1 ¸ 0 alors une racine carr¶ee de D est connue par le choix des "i et

Rac(A) = fP:diag("1
p

¸1; : : : ;"n
p

¸n):P¡1= 8i; "i = §1g

Deux choix di®¶erents des "i donneront deux racines carr¶ees distinctes de D sauf dans le cas oµu ¸1 = 0. On a donc

Card(Rac(A)) = 2n¡1 si ¸1 = 0
Card(Rac(A)) = 2n si ¸1 > 0

4. Calculs sans problµeme. (rappel : la solution n'est pas unique chaque colonne de P est d¶e¯nie µa un facteur multiplicat
prµes par contre les 4 racines carr¶ees doivent être les mêmes pour tout le monde)0
@

0
1
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A est vecteur propre associ¶e µa la valeur propre 0.
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A est vecteur propre associ¶e µa la valeur propre 16. On pose donc

P =

0
@

0 1 2
1 1 ¡1
1 ¡1 1

1
A

On a alors A = Pdiag(0; 1; 16)P ¡1. A admet quatre racines carr¶ees qui sont

P:diag(0; 1; 4):P ¡1; P:diag(0; ¡1; 4):P ¡1; P:diag(0; 1; ¡4):P ¡1; P:diag(0; ¡1; ¡4):P ¡1

ou encore
0
@

3 ¡1 1
¡1 1 ¡1
1 ¡1 1

1
A ;

0
@
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5=3 ¡1=3 1=3

1
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0
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1
A ;

0
@
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¡1 1 ¡1

1
A



5. a. R2 = 0 se traduit par f ± f = 0 et donc : y 2 Im(f ) ) 9x 2 E , y = f (x) ) f (y) = f 2 (x) =
¡!
0 . soit y 2 Ker(f )

Im(f ) ½ Ker(f )

D'aprµes le th¶eorµeme du rang : r + dim(Ker(f )) = n. Comme dim(Ker(f )) ¸ r , on a donc

r · n
2

b. La famille B ayant n ¶el¶ements, il su±t de montrer qu'elle est libre pour montrer que c'est une base de Rn . On pos
donc

n¡rX

i=1

®iei +
rX

i=1

¯ iui = ¡!0

En composant par f , on obtient comme f (ei) = 0 et f(ui) = ei:

rX

i=1

¯if (ui) =
rX

i=1

¯iei = ¡!0

Comme (e1; : : : ; er) est une famille libre, les ¯i sont tous nuls. En reportant dans l'¶equation initiale il reste

n¡rX

i=1

®iei =
¡!
0

et comme (e1; : : : ; en¡r) est une famille libre, les ®i sont aussi tous nuls. Ainsi, B est libre. C'est une base de Rn.
Par choix des vecteurs de B, on a par blocs :

Mr = MatB(f ) =
µ

(0) Ir
(0) (0)

¶

R¶eciproquement si Mat(vi) (f ) = Mr avec r · n=2 alors on v¶eri¯e que:

pour i · n ¡ r , f (vi) = 0 et donc f 2(vi) = ¡!0
pour i > n ¡ r , f (vi) = vi¡(n¡r) et donc f 2(vi) = ¡!0

f 2 = 0 si et seulement si il existe une base telle que M atB(f) = Mr

6. a. Si R 2 Rac(A) alors soit R = 0 soit R est semblable µa Mr et donc il existe une matrice inversible P telle qu
R = P MrP¡1.
Ainsi :

Rac(0) = fPMrP ¡1= P 2 GLn(R); r 2 N¤ \ [1; n=2]g [ f0g

b. Dans le cas n = 4, les racines carr¶ees de 0 sont 0 et les matrices semblables µa l'une des deux matrices
0
BB@

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA ou

0
BB@

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCA

7. a. R2 = In donne det(R)2 = 1 et donc det(R) 6= 0. R est donc inversible.
b. X2 ¡ 1 est un polynôme annulateur de R. Comme il est scind¶e µa racines simples, R est diagonalisable et le

valeurs propres de R sont racines de X2 ¡ 1 et ne peuvent valoir que 1 ou ¡1. Ainsi, R est semblable µa un
matrice diagonale oµu les coe±cients diagonaux valent 1 ou ¡1.

8. En classant les valeurs propres par ordre croissant R est donc semblable µa Sq =
µ

¡Iq (0)
(0) In¡q

¶
, si q est l

multiplicit¶e de ¡1 (en prenant q = 0 si ¡1 n'est pas valeur propre)
Ce qui pr¶ecµede montre que P:Sq :P ¡1 est racine carr¶ee de In

R¶eciproquement R = PSqP ¡1v¶eri¯e R2 = In

Rac(In ) =
©
P:Sq :P ¡1= P 2 GLn(R); q 2 f0; ¢ ¢ ¢ ng

ª

9. Il su±t de prendre une matrice r¶eelle diagonale ayant n valeurs propres distinctes dont une strictement n¶egative
La question 2. s'applique alors .
Par exemple S = diag(¡1; 0; 1; ¢ ¢ ¢n ¡ 1)



10. Soit A 2 S+
n (R). A est diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe une matrice orthogonale P et un

matrice diagonale D telles que A = PD tP . Les coe±cients diagonaux de D sont les valeurs propres ¸i. Pour que A
admette des racines carr¶ees il est n¶ecessaire et su±sant que D en admette. Il su±t donc que les termes diagonau
soient tous positifs ( Ce n'est peut-être pas n¶ecessaire car les valeurs propres ne sont pas deux µa deux distinctes)
Or A est positive donc pour toute matrice colonne X tXAX ¸ 0 . En particulier si X = Xi = (xi;j ) n

j=1 est u
vecteur propre associ¶e µa ¸i alors

0 · tXiAXi = tXi(¸iXi) = ¸i

nX

j=1

x2
i;j

Comme
Pn

j=1 x2
i;j > 0 (X est non nul puisque c'est un vecteur propre), on a ¸i ¸ 0. A admet des racines carr¶ee

On peut alors poser (en prenant les racine carr¶ees positives des termes diagonaux car on espµere avoir une matric
positive)

R = P:diag(
p

¸1; : : : ;
p

¸n):P¡1

Comme Pest orthogonale P tP = In et donc R2 = P DtP = A et R est racine carr¶ee de A. En¯n, R est positive :e
posant Y = tPX on trouve

8X , tXRX = tXP diag(
p

¸1; : : : ;
p

¸n)tPX = tY diag(
p

¸1; : : : ;
p

¸n )Y =
nX

j=1

p
¸jy2

j

et cette quantit¶e est bien positive. On a ¯nalement montr¶e que

toute matrice sym¶etrique r¶eelle positive admet une racine carr¶ee positive

Partie II.
² 11. Pour montrer que l'ensemble est ferm¶e, on montre qu'il est stable par passage µa la limite. Soit (Rn )n2N une suit

de racines carr¶ees de A qui converge vers R . Par continuit¶e du produit

lim
¡
R2

n
¢

= lim (Rn)2 = R2

Or
¡
R2

n
¢

est la suite constante A . Donc R2 = A et donc R 2 Rac (A)

Rac(A) est un ensemble ferm¶e

12.

1. a. On a S2
q = I2. Comme pour q ¸ 1 N (Sq) = max(jqj; 1) = q quantit¶e non born¶ee si q d¶ecrit N; Rac(I2) n'est pa

born¶e.

b. On prend par blocs Mq =
µ

Sq (0)
(0) In¡2

¶
. Un calcul par blocs montre que Mq est une racine carr¶ee de In don

la norme in¯ni est q non born¶ee
c. On vient de voir que l'on peut trouver une suite (Mq) de racines carr¶ees de In telles que (Mq) n'est pas born¶ee
Si, par l'absurde, il existait une norme surmultiplicative k:k alors on aurait

8k; kMqk2 · kM2
q k = kI2k

Le membre de droite est constant et celui de gauche de limite in¯nie (par ¶equivalence des normes si N (Sq) tend ver
+1 alors kSqk tend vers +1 ). On obtient une contradiction

il n'existe pas de norme surmultiplicative.

Partie III
² 13. ¤ Si  est un ouvert non vide pour tout ¶el¶ement x de  on peut trouver un r > 0 tel que B1 (x; r) soit inclus

dans  . Donc x est int¶erieur µa  . L'int¶erieur de  est donc  .C'est vrai a aussi si  = ;

l'int¶erieur d'un ouvert est lui même

¤ Par d¶e¯nition même x 2 B1 (a; r) si et seulement si pour tout i jxi ¡ aij < r donc xi 2]ai ¡ r; ai + r
B1 (a; r) =

Qp
i=1 ]ai ¡ r;a i + r [

¤ Soit G ½ F . Soit par l'absurde a int¶erieur µa G . il existe r > 0 tel que B1(a; r) ½ G .On a donc B1(a; r) ½ F
et donc a est int¶erieur µa F ce qui est absurde

Si F est d'int¶erieur vide tout sous ensemble de F est d'int¶erieur vide



² 14. a. Le seul polynôme admettant une in¯nit¶e de racines est le polynôme nul.
b. Dans le plan (0; x1; x2), 2x1 ¡ x2 = 1 est l'¶equation d'une droite. Z(P ) est donc in¯ni.

x2
1 ¡ x2 = 0 est l'¶equation d'une parabole et Z(Q) est aussi in¯ni.

15. a.
¤ Le r¶esultat pour p = 1 a ¶et¶e justi¯¶e en question 14:a.

¤ Supposons le r¶esultat vrai jusqu'µa un rang p ¸ 1. Soit alors P une fonction polynômiale qui s'annule su
I1 £ : : : £ Ip+1 oµu chaque Ik est une partie in¯nie de R.
Si on considµere x1; : : : ; xp ¯x¶es quelconques dans Ii et xp+1 variable on est amen¶e µa consid¶erer P comme un
fonction polynômiale de xp+1 seul

Á(xp+1) =
NX

i=0

Ái(x1; ¢ ¢ ¢ xp)xi
p+1

Á est une fonction polynômiale qui s'annule en une in¯nit¶e de points. D'aprµes l'initialisation, c'est le polynôm
nul. On a donc

8i 2 f1; ::; Ng; 8(x1; : : : ; xp) 2 I1 £ : : : £ Ip; Ái(x1; : : : ; xp) = 0

Or pour tout i Ái est un polynôme. Par l'hypothµese de r¶ecurrence chaque Ái est le polynôme nul et donc aus
P .

¤ On a ainsi prouv¶e le r¶esultat au rang p + 1 .
b. D'aprµes la question 13:a, toute partie d'int¶erieur non vide contient une sous-partie

Q
Ik oµu chaque Ik =]ai ¡

r; ai + r[ est de cardinal in¯ni. . Si P s'annule sur une telle partie P est nul d'aprµes la question pr¶ec¶edente.
c. En prenant la contrapos¶ee

si P 6= 0 alors Z(P ) est d'int¶erieur vide

16. a. Si R = (ri;j) alors R2 est une matrice dont les coe±cients sont
Pn

k=1 ri;krk;j
On a donc R2 = A si et seulement si pour tout i et pour tout j

nX

k=1

ri;krk;j = ai;j

Consid¶erons alors

Qi;j =

Ã
nX

k=1

xi;kxk;j

!
¡ ai;j

Chaque Qi;j est un polynôme non nul ayant au plus n2 variables. On a donc Z (Qi;j ) d'int¶erieur vide.
¤ Par d¶e¯nition de Rac(A), on a

Rac(A) = \Z (Qi;j) ½ Z(Qi;j)

b. Comme sous ensemble d'une partie d'int¶erieur vide, Rac(A) est d'int¶erieur vide avec la question 13.


