CONCOURS COMMUN POLYTECHNIQUE
MP 2005 Math 2
avec quelques adaptations au programme PC

Partie [

1. On a une matrice carrée de taille n qui admet n valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable et semblable a |
matrice diagonale des valeurs propres.. Quitte & changer 'ordre des vecteurs propres on peut supposer que les valew
propres sont dans 1’ordre croissant.

[A=PDP! avec D = diag(\... . M\

Soit R € M,,(R) et S = P RP. Si on multiplie une égalité par une matrice inversible on obtient une égalité équivalent;
Donc

IRZ— 4 P-R2P_ D q2 — Nl

2. a.0OnaSD=28>=DS.

b. Soient d et s les endomorphismes ayant dans la base canonique de R™ les matrices D et S ; on a ds = sd. Les sot
espaces propres de d sont stables par s . donc les droites engendrées par les vecteurs de base sont stables par s . \
s(e;) = s;e; Et done S = diag(sy, - cp)
remarque : on peut aussi poser S = (s; ;) et poser le systeme SD = DS on a Vi,j A;s;; = s;,;A; et donc pot
Z;éj, siJ:(Jcar)\i;é)\j

c. On a alors S = diag(s?,...,s2) = diag(A\1,---A,), on a donc

Vi, st =\

d. Si A1 <0, la relation pour i = 1 n’a pas de solutions réelles

Rac(A) =10
e. Si Ay >0 alorspour ¢>2 \; > 0 et donc :

[Rac(D) = {diag(e;\/ ). . ... o)/ Vi e, = +1)

3. On utilise que R est racine carrée de A si et seulement si S = P~!RP est racine carrée de D :

- SiA <0,0navuen 2.d que Rac(D) = (. Il n’y a donc pas non plus de racine carrée pour A.

- Si Ay > 0 alors une racine carrée de D est connue par le choix des ¢; et

[Rac(A) = {Pdiag(ei /). ... VM) P/ Vi g, = 4+1Y

Deux choix différents des ¢; donneront deux racines carrées distinctes de D sauf dans le cas ot Ay = 0. On a don

Card(Rac(A)) =2""1si A\ =0
Card(Rac(A)) =2"si A\ >0

4. Calculs sans probleme. (rappel : la solution n’est pas unique chaque colonne de P est définie & un facteur multiplicat
pres par contre les 4 racines carrées doivent étre les mémes pour tout le monde)

() (1)

\ est vecteur propre associé a la valeur propre 0. est vecteur propre associé a la valeur propre 1. e
1) \ 1)

( 2
\ -1 } est vecteur propre associé a la valeur propre 16. On pose donc

1
{ 0o 1 2 \
P = 1 1 -1
\ 1 -1 1
On a alors A = Pdiag(0,1,16)P~. A admet quatre racines carrées qui sont
P.diag(0,1,4).P~", P.diag(0,—1,4).P~", P.diag(0,1,—4).P~", P.diag(0,—1,—4).P"
ou encore

3 -1 1 7/3 —5/3 5/3 -7/3 5/3 —5/3 -3 1 -1
-1 1 -1 |, | -5 1/3 —13 |, 5/3 -1/3 1/3 |, [ 1 -1 1
1 -1 1 5/3 —1/3 1/3 -5/3 1/3 —1/3 -1 1 -1



. R? =0 se traduit par fof =0 et donc : yEIm(f):>3:L“EE,y:f(x):f(y):fQ(x):F . soit y € Ker(f
Um(f) C Ker(f)

D’apres le théoreme du rang : r + dim(Ker(f)) = n. Comme dim(Ker(f)) > r, on a donc

r<

o 1S

. La famille B ayant n éléments, il suffit de montrer qu’elle est libre pour montrer que c’est une base de R”. On pos

donc
n—r T
—
=1 =1

En composant par f, on obtient comme f(e;) =0 et f(u;) = e;:

” T

—
> Bif(u)=> Bei=0
i= i=1
Comme (eq,...,e,) est une famille libre, les 3; sont tous nuls. En reportant dans l’équation initiale il reste
n-—r
N
Z ;€ — 0
i=1
et comme (e, ...,e,_,) est une famille libre, les «; sont aussi tous nuls. Ainsi, B est libre. C’est une base de R"

Par choix des vecteurs de B, on a par blocs :

MT:M”B(”:( o <Io>>

Réciproquement si Mat(,,) (f) = M, avec r < n/2 alors on vérifie que:
. 2 -
pouri < mn—r, f(v;) =0et donc f*(v;) = 0

pour i > n—r, f(v;) =v;_(,_, et donc f*(v;) = 0

[f2 = 0 si et seulement si il existe une base telle que Matg(f) = M, |

. Si R € Rac(A) alors soit R = 0 soit R est semblable & M, et donc il existe une matrice inversible P telle qu
R=PM,.P™'.
Ainsi :

[Rac(0) = {PM,.P~1/ P c GL,(R). r e N* N [L.n/2]} U {0}

. Dans le cas n = 4, les racines carrées de 0 sont 0 et les matrices semblables a 'une des deux matrices
0 1 / 0 0
0 0 ou 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

a. R? = I,, donne det(R)? =1 et donc det(R) # 0. R est donc inversible.

b. X? — 1 est un polynéme annulateur de R. Comme il est scindé & racines simples, R est diagonalisable et I
valeurs propres de R sont racines de X2 — 1 et ne peuvent valoir que 1 ou —1. Ainsi, R est semblable & ur
matrice diagonale ou les coefficients diagonaux valent 1 ou —1.

coc oo
coc oo
coc oo
oo o~

. En classant les valeurs propres par ordre croissant R est donc semblable & S, = ( ?(f)q I(O) ) , sl q est ]
n—q

multiplicité de —1 (en prenant ¢ = 0 si —1 n’est pas valeur propre)
Ce qui précede montre que P.S,.P~! est racine carrée de I,
Réciproquement R = PSP~ 1vérifie R? = I,

|Rac(1,)={P.S,.,P~'/ P e GL,(R), g€ {0,---n}}Y

. Il suffit de prendre une matrice réelle diagonale ayant n valeurs propres distinctes dont une strictement négative
La question 2. s’applique alors .

Par exemple S = diag(—1,0,1,---n — 1)



10.

11.

12.

13.

Soit A € S;7(R). A est diagonalisable dans une base orthonormale. Il existe une matrice orthogonale P et ur
matrice diagonale D telles que A = PD'P. Les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres \;. Pour que
admette des racines carrées il est nécessaire et suffisant que D en admette. Il suffit donc que les termes diagonau
soient tous positifs ( Ce n’est peut-étre pas nécessaire car les valeurs propres ne sont pas deux a deux distinctes)
Or A est positive donc pour toute matrice colonne X ‘XAX > 0 . En particulier si X = X; = (z; ;) j=1 est u
vecteur propre associé a \; alors
n
0< "X AX; = "X;(N X)) = N Y
j=1

Comme Z?:l xf] > 0 (X est non nul puisque c’est un vecteur propre), on a \; > 0. A admet des racines carrée
On peut alors poser (en prenant les racine carrées positives des termes diagonaux car on espére avoir une matric
positive) _ _

R = Pdiag(\/M,...,\/An). P!

Comme Pest orthogonale P'P = I,, et donc R?> = PD'P = A et R est racine carrée de A. Enfin, R est positive :e
posant Y = *PX on trouve

VX | 'XRX = 'XPdiag(v/M, ..., VA PX = Ydiag(V A1, ..,V A)Y =YV
j=1

et cette quantité est bien positive. On a finalement montré que

[toute matrice symétrique réelle positive admet une racine carrée positive

Partie II.

Pour montrer que I’ensemble est fermé, on montre qu’il est stable par passage a la limite. Soit (R ),y une suit
de racines carrées de A qui converge vers R . Par continuité du produit

lim (R2) = lim (R,,)’ = R?

Or (R?) est la suite constante A . Donc R? = A et donc R € Rac (A)

[Rac(A) est un ensemble fermd

a. On a Sg = I,. Comme pour ¢ > 1 N(S,;) = max(|q|, 1) = ¢ quantité non bornée si g décrit N; Rac(I2) n’est p:
borné.

b. On prend par blocs M, = ( Sq  (0)

©0) I > . Un calcul par blocs montre que M, est une racine carrée de I,, dor
n—2

la norme infini est ¢ non bornée

c. On vient de voir que 'on peut trouver une suite (M) de racines carrées de I,, telles que (M,) n’est pas borné

Si, par I’absurde, il existait une norme surmultiplicative ||.| alors on aurait
Vi, | Mg* < M7 = || L2

Le membre de droite est constant et celui de gauche de limite infinie (par équivalence des normes si N (S,) tend ves
+o0 alors || S| tend vers 400 ). On obtient une contradiction

il n’existe pas de norme surmultiplicative

Partie 111

* SiQ est un ouvert non vide pour tout élément = de Q on peut trouver un r > 0 tel que By, (x,7) soit inclus
dans Q . Donc z est intérieur a ) . L'intérieur de €2 est donc € .C’est vrai a aussi si Q =0

Lintérieur d’un ouvert est lui mémd

* Par définition méme x € By (a,r) si et seulement si pour tout ¢ |z; — a;] < r donc z; €la; — r,a; + 1
[Boo (a,7) = 1%, la; —ria; + 7]

x Soit G C F . Soit par 'absurde a intérieur & G . il existe r > 0 tel que By (a,7) C G .On a donc By (a,r) C .
et donc a est intérieur a F' ce qui est absurde

Si F est d’intérieur vide tout sous ensemble de I est d’intérieur vide




14.

15.

16.

. En prenant la contraposée

. Le seul polynéme admettant une infinité de racines est le polynéme nul.
. Dans le plan (0,21, %2), 221 — 2 = 1 est I’équation d’une droite. Z(P) est donc infini.

3 — x5 = 0 est équation d’une parabole et Z(Q) est aussi infini.

Le résultat pour p = 1 a été justifié en question 14.a.

Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang p > 1. Soit alors P une fonction polyndémiale qui s’annule st

Iy x ... x I,y ot chaque I est une partie infinie de R.
Si on considere x1,...,x, fixés quelconques dans I; et z,; variable on est amené a considérer P comme ur
fonction polynomiale de ;11 seul
N
_ i
¢(xp+1) = E :¢L (w1, 'wp)xp+1
i=0

¢ est une fonction polynomiale qui s’annule en une infinité de points. D’aprés 'initialisation, c’est le polynomn
nul. On a donc
Vie{l,.,N}, V(z1,...,2p) € 1 x ...x I, ¢, (x1,...,2,) =0

Or pour tout ¢ ¢; est un polynéme. Par 'hypothese de récurrence chaque ¢, est le polynéme nul et donc aus

P.

On a ainsi prouvé le résultat au rang p +1 .

. D’aprés la question 13.a, toute partie d’intérieur non vide contient une sous-partie [[ I} ou chaque Iy =]a; -

r,a; + 7| est de cardinal infini. . Si P s’annule sur une telle partie P est nul d’apres la question précédente.

[si P # 0 alors Z(P) est d’intérieur vidd

. Si R = (r;;) alors R? est une matrice dont les coefficients sont > )’ 7 x7%,;

On a donc R? = A si et seulement si pour tout ¢ et pour tout j

n

§ TikTh,j = Qij

k=1

Considérons alors
n
Qij = (E a:lkx;”> — i
k=1

Chaque @; ; est un polynéme non nul ayant au plus n? variables. On a donc Z (Q;,;) d'intérieur vide.
Par définition de Rac(A), on a
RCLC(A) =Nz (sz) C Z(Qz,j)

. Comme sous ensemble d’une partie d’intérieur vide, Rac(A) est d’intérieur vide avec la question 13.



