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EXERCICE :
a. f étant une fonction continue sur le compact F' = [0, 1] x [0, 1], donc bornée et atteint ses bornes sur

F, et par conséquent le nombre M = sup f(x,y) existe et bien définie.

(zy)eF
b. D’apres le théoreme du cours, si la borne supérieure sur F est atteinte en un point (x, y) de 'intérieur
Q de F'f, alors

z,y)=1—22—-2zy=0
(x,y) y
ﬁ(x,y):17y2—2xy:0 ’

ontrouvez =y = Y3 donc M = sup f(z,y) = f(?,g) = %.

Q@‘Q}
g g

c¢. Notons Dy = {(0,4)/0 < y < 1},Ds = {(2,1)/0 < z < 1}, D3 = {(1,)/0 < y < 1} et Dy, =
{(x 0)/0 <z < 1}. Notons aussi f; la restriction de f a D; pouri =1,2,3,4,alorsona: fi(z) = fa(x) =

1 1
152 et fo(z) = f3(z) = s . L'étude élémentaire de ces deux fonctions montre que le sup de f;

1
est f(1,1) = L etlesupde frest f(V2—1,1) = +4\f
La comparaison de M est ces deux derniéres valeurs montre que le sup de f sur F' est nécessairement
M =34,
8

PROBLEME :

PARTIE PRELIMINAIRE
1a. Soit > 0. Comme tlimotl_:”(tw_le_t) = 0ett" le7? = 0(%) la fonction t — e 't*~! est

intégarble sur |0, +o00[, donc I est bien définie sur ]0, +o00|.

oo 1 I 1
1b. T'(z) = / t" leTtdt = [ tre T + —/ t*e"tdt = —T'(z + 1); en particulier T'(1) = 1 et
0 X
I'(n) = (n — 1)! pour tout entier naturel non nul.

x
2a. Pour tout entier naturel nonnul k et x réel x > 1,ona:
1 /’”1 dt 1
< R
k= i t* — (k+ 1)

U /”+1 dt W1
Sae [T
e T (k+ 1)

k=1

Donc Vn € N*,
et par conséquent,

donc

n

+oo dt n +oo dt 1 oo gt 1
> aef - e R L
tm k‘a” = k" n  t* (zr—1)n="t

k=n-+1
1
Z o ((p)| < & il suffit que < g, condition sur
k=1

2b. D’apreés la derniére question, pour que

s . . /1
n, qui s’écrit aussin > » m .

2c. Application numérique : pour p = 7,onprend n = E ({5/ 1()6>+1 ontrouven = 8et ((7) ~ 1,008348.
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PREMIERE PARTIE : SUITES DE FONCTIONS
3. Posons F,, = / fa(t)dt, F = / f(t)dt. La fonction F' est bien définie puisque la fonction f est une

limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur [a, b]. Posons

f(@) = fa(@) + 6n(2).

b b
/ Fult) — F@O)di] < / 16.(1)| it

D’apres la convergence uniforme de la suite (f5,)nen,
€

|Fn*F|:

Ve > 0,3ng € N:Vt € [a,b],Vn > ng = |0,(¢)| < 4

et par suite,
b
€
/ 8(8)]dt < ——|b—a| <e
a b—a
En définitive, on peut écrire
Ve > 0,3ng € N,Vn >ng = |F,, — F| <¢

D’ot:

/a b[ lim fn(t)} dt = lim ab Falt)dt

n—s—4oo n—-s—+oo

4a. Considérons la suite de fonctions définie sur [0, 1] par :

(=1)"n si xc [0,}72]
hr={ (i ), i @ € [,
0, si x€[2,1]

fn(0) = 0 etsiz €]0,1] fixé, il existe ny € N tel que % < 2etonaalors ¥n € N, n > ngy implique

fn(x) = 0.Ceci montre que f,, converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1]. Comme | f,, ||« = n?,

fn ne converge pas uniformément, d’ailleurs Vn > 2, fol fo(x)dz = (—1)"n.

4b. La suite de fonctions définie sur [0, 1] par f,(z) = 2" converge simplement, non uniformément vers
. [0, sizel01] I &

la fonction f(x) = { | siz—1 ,cependant hm / fu(z im ——— = 0= ; f(x)dx

5a. La suite de fonctions f,, est une suite de fonctlons qui Converge snnplement vers 0, car c’est le

terme général d'une série convergente, de plus la convergence est uniforme puisque || fn|\+oo = fn(n) =

n"e™ " 1
= uitend vers 0 (n! = n"e™"v2mn(1+¢,) avec lim ¢, = 0. et/ n(x)dr =
p T en) ( v2m(l+en)avec lim en =0)et | - ful@)
L R P(n+1) I fordme 1 ; Ame si
- e dr = ——— =1+# f(x)dz. Le théoreme n’est pas applicable méme si la conver-
n:Jo n: 0

gence est uniforme.
5bi. Puisque la suite f;,, est uniformément convergente, alors elle vérifie la condition de Cauchy, donc il
existe ng € N tel que Vp > ¢ > ng, ona || f; — fplleo < 1, qui s"écrit encore

Ve el, |f,(x)] > 1+ |f(z)]

par passage a la limite quand ¢ tend vers +oco on obtient : |f(z)| < 1+ |f,(x)|; inégalité qui montre que
f estintégrable sur I.

5bii. Posons F,, = / fa(t)dt, F = / f(t)dt. La fonction F' est bien définie d’apres la derniére question.
I I

/|5 )| dt

Ve > 0,3n0 € N:VE € I,Vn > np = |0n(t)] < —

I(1)

Posons

f(@) = fulz) +

JACENIOR

D’apres la convergence uniforme de la suite (fy,)nen,

‘Fn*F‘:




et par suite,

/I|6(t)\dt <l <e

Ve >0,3ng € N,Vn>ng = |F,, — F| <¢

lLﬂﬁwﬁ”}:ﬂgﬂwzn@ﬁ

6a.La condition Vx € I, |f,(z)| < p(x) assure I'intégrabilte de chaque f,, sur I, puisque ¢ est intégrable
sur /. La méme inégalité entraine, par passage a la limite, | f(z)| < (), donc f est intégrable sur I.
6bi. La suite de fonctions définie sur [0, 5] par f,,(z) = sin™ 2, dominée par la fonction constante égale a
0, sizel0, %]
1, siz=73

/ ﬂ@w=n£3wA ful@)da

6bii. La suite de fonction f,(x) = 61 +.=, définie sur [0, +oo], vérifie les hypotheses du théoréeme TH2

i +oo esin = +oo dx T
im - = -
n—oo [ 14+ 22 0 1+ 22 4

En définitive, on peut écrire
D’ou :
et vérifie

1, converge simplement vers f(z) = {

avec p(z) = + ——, donc

DEUXIEME PARTIE : SERIES DE FONCTIONS
oo

7. Soit Z fn une suite de fonctions qui converge uniformément vers f, alors d’apres 1’étude faite sur les

n=0
suites de fonctions, on déduit facilement le théoreme TH3; il suffit, pour I'obtenir, de remplacer dans la

démonstration f,, par S,, = Z fretdo, par R, = f — S,

8a. Supposons que la série Z 77 sinnx est une série de Fourier d'une fonction 2w-périodique f et

continue par morceaux. Alors le théoréme de Parseval implique
S = = L [ irwra
—Vn _n:1n_ "o ),

ce qui entraine la convergence de la série Z , et ceci est impossible.

n=1

8b. Soit f(z) = ag + Z [an, cosnz + by, sinnz], cette série étant uniformément convergente sur [0, 27,
n=1
2m 2

donc on peut intégrer terme a terme, on obtient donc ag = o f), an = — f(t) cosntdt, n <1
T T

0 0
2

1
etb, = — f(t) sinntdt, n € N*.
T Jo

o oo
9a.Considérons, la série entiere ) a,z", de rayon de convergence R > 1 ( car la série ) a, est conver-
n=0 n=0

n (2z\" 2z \"
Vr € R, a—"x":an R (%) —0 (%) .

(2z)
La série E R est absolument convergente, ce qui assure que que son rayon de convergence est

gente). On a

o0
infini ; il est de méme pour la série ) T&a™

n=0
. . . _gapttz™ .
9b. Soit = €] — R, R[. Introduisons alors la suite de fonctions : f,(t) = e t°2 'x , fn constitue une
n.




o)
suite d’applications continues et intégrables sur [0, +-o00]. La série ) converge normalement vers ¢ —
n=0
e~ ! f(tx) sur tout segment de [0, +oo[. On en déduit que e~ " f(tx) est continue sur [0, +oo[. On outre on
a:

+o00o
an|T
| atoyit = v 2255 o

qui est le terme général d’une série convergente. Le théoreme TH3 assure que t — e~ * f(tx) est intégrable

sur [0, +-o00[ et que
+oo . +oo +oo
T f(ta)dt = / t)dt = apx" =
I > >

n=0

+oo
En particulier, / e tf(t) Z -
0
10a.Le reste d’ordre n associé a Cette série s’écrit :
_ 1 n+1 xn—‘—l
R, (z) = 7( )1
+x

l'étude de | R, | montre que le sup est atteint en z = 1 et vaut £, donc la convergence n’est pas uniforme.

o0 1 e’}
1
10b. La série Z/ |(—=1)"z"|dx = Z —
n=0

est divergente.

1 n+1 1 1
10c.Onaa | / x)dz| = / T dr < / 2" dy = —— qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
o 1+ 0 n+2
Donc In2 / f(z)dr = lim 1 Sp(x)dz = lim E / fu(x - (—1)n
= = = 11 k .
0 n—oo Jo n—oo — 0 n—+1

11. Puisque f}, est une suite de fonctions positives, donc (Sp) est croissante, ce qui donne pour n,p € N
avecn < p, 0 < Sy(z) < S,(x), donc lorsque n tend vers l'infini on obtient, 0 < S,,(z) < f(z), donc les

Sp sont intégrables et donc
Z/Sn(x)da::/ lim S, (z)dx
o I ] n—oo

> [tons= [ (S50 a

continue sur |0, +00[, prolongeable par continuité en 0 et hm t2f(t) =0;

qui s’écrit encore

12a.La fonction f : t —

donc [; £

‘ 1

10, +00[ la suite de fonction de terme général fn( ) = e~ (Pt

[ee]
la série z_: frn converge simplement vers % En outre chaque f,, est positive, intégrable sur |0, +oo| et

> e (4 6
/ fn(t)dt = / tle (g — ) .= S est le terme général d’une série convergente, le
0 0 (n+1) (n+1)

théoréme assure que la fonction f est intégrable sur ]0, +oo[ et que l'on a :

/O+°° 1= Z/ fa®) §n+1 = 6¢(4) =

n=0
12b. Le changement de variable t = T 1+ nous permet d’écrire :
+oo 4 ptoo 3
8m(kpT t
u=/ urdp = STk T) / "
0 (he) o e —1
c 21k}
donc M = —u = —£
T AN e

13a.La fonction f : t — _ continue sur 10, +o0], prolongeable par continuité en 0 et hm t2f(t) = 0.

t 1
Donc [ ;—:1 existe. Introduisons sur |0, +o00[ la suite de fonction de terme général fn( ) =t lem(nt)E)

1S —
la série > f, converge simplement vers ;—_11 En outre chaque f,, est positive, intégrable sur ]0, +oo] et

n=0



o I'(z .
/ fa(t)dt = o lem(nt g — _1(_1))JL est le terme général d"une série convergente, le théoreme
n

0
assure que la fonction f est intégrable sur ]0, +oco[ et que l'on a :

+ootacl ()7 el
= Z/ o)t =3 55 = Do)

400 t T +oo tﬁ
13b. D’apres ce qui précede / dt =T(2)¢(2) = = et/ 1dt =T(7)¢(7) ~ 726,011691.
0 0

et —1 6 et
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