Premiere épreuve CCP filiere MP

I. Polynomes de Tchebychev

n
1.a) Tout réel 0 vérifie cos(nf) = Re ((cosf +isinf)") = Re ( CF (cos0)" % i* (sin 0)’“)
k=0
Or i* est réel quand k est pair et imaginaire pur sinon, ainsi

[n/2] [n/2]
cos(nf) = Z C2* (cos 0)" 2k 12k (sin 9)?F = Z (=1)% C% (cos )" 2k (1 — (cos 0)?)*
k=0 k=0
[n/2]
Finalement, | le polynome 7" = Z (—1)F 2k Xxn=2k (1 — X%k convient.
k=0

En effet, c’est un polynoéme & coefficients réels vérifiant T'(cosf) = cos(n#) pour tout réel 6.
Pour tout k, le polynéme X" 2F (1-X 2)’“ est degré n donc, par somme, T est de degré au
plus n. Son coefficient de degré n est ZL”Z/OQ] (—1)FC2k (—1)k = ZL”Z/OQ] C2?F qui est non nul
(somme de termes strictement positifs) donc 7" est bien de degré n.

1.b) Soit P et @ deux polynomes réels de degré n vérifiant P(cosf) = Q(cosf) = cos(nb)
pour tout réel §. Alors P — @ est un polyndéme réel de degré au plus n admettant une infinité
de racines puisque tout réel s’écrivant cos(f), i.e. tout réel de [—1;1], est un zéro de P — Q.
Le polynéome P — @) est donc le polyndéme nul et on a bien P = Q.

‘ Le polynome T est donc unique. ‘

2.a) Pour tout réel = de [—1;1], on a, en posant 6 = arccos z,

Thio(x) =22 Thi1 + Th(x) = cos((n+2)0) — 2 cos(d) cos((n+ 1)8) + cos(nb)
= cos((n+ 1)8) cosd —sin((n + 1)0) sinh — 2 cos(f) cos((n + 1)0)
+cos((n + 1)0) cosf + sin((n + 1)0) siné
= 0

Ainsi on a bien ‘Tn+2(ac) =22 Thi1(x) — Tp(z) pour tout = de [—1; 1]‘

2.b) Par définition de T, et d’apres la question 1.b), on obtient |Tp = 1, Th = X et Th = 2X2%2 1
car cos0 =1 et cos20 = 2cos?6 — 1.
D’apres les questions 2.a et b, on obtient T3 = CYX3 — C% X (1— X?) i.e. ‘Tg =4X3 — 3X.‘

2.c) D’apres la question 1.a, le coefficient de terme de plus haut degré (i.e. n) de T est :

[n/2] n n .

1 L+ +1-1)")=| 2 'sin>0
> ot -} (St rer) -{ !

2 k=0 k=0

Py :‘1pourn:0‘
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(2k+1)m

3.a) Quand k varie de 0 & n — 1, les réels 65 = sont distincts et compris entre 0 et .

2n
Les réels cosfy sont donc n racines distinctes de T, car T,,(0;) = cos W =0. Or T,, est
un polynome de degré n et de coefficient dominant 2"~ (question précédente). Ainsi,
n—1
Ve € R Tp(z)=2"""1 H(ac — cosby)
k=0

3.b) On a || Thlleo = sup,ej_1.1] [Tn(#)] = sup,e(_1,1] | cos(n arccos(z)| donc || T [loo < 1.
Par ailleurs T, (cy) = cos (narccos cos 2&). Or kr/n est compris dans [0; 7] intervalle sur lequel
arccos o cos est l'identité donc Tj,(cx) = cos(km) = (—1)F. Ainsi || T} ||eo = 1 et finalement

VE € {0,1,...,n} |Tullo =1 = |Tn(ck)| et Tn(cr) = —Tn(cri1) = (—=1)* Vk €{0,1,....,n—1}

3.c) D’apres la question 2b, ona T3 : z € [—1; 1] — 473 —3x. C'est donc une fonction impaire
de dérivée T4 : x +— 3(42% — 1) et de tableau de variations

= [*) 4y sz 4
3

Ti60 | o+ | +

aSEs
N
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I1. Polynomes de Tchebychev et orthogonalité

4. Pour toute fonction h de F, Papplication 3 : t €] —1; 1[— h(t)/v/1 — t? est continue comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
De plus, I'application t +— h(t)/+/1+t est continue sur le segment fermé [0; 1] (comme quo-
tient de fonctions continues) donc elle y est bornée en valeur absolue. Soit M un de ses
majorants. La fonction continue H vérifie alors |3(t)] < M/v/1—t or t — 1/4/1 —1t est
intégrable sur [0; 1[ (c’est une fonction de référence) donc [ est intégrable sur [0; 1].
De la méme fagon, [ est intégrable sur | — 1;0].

h(t)
Vi—t2

Finalement | t €] — 1; 1[— est intégrable sur | — 1; 1[.

5.a) Comme 3 : t — h(t)/v1 — 12 est continue sur 'intervalle ] — 1; 1[, elle y admet des prim-
itives, soit H 1'une d’elles. La fonction H est donc dérivable et par conséquent la fonction
¢:x el — 11— [T B(t)dt = H(x) — H(—x) aussi. Sa dérivée vérifie ¢/ (z) = 8(x) + B(—x)
pour tout  de | — 1; 1].

Par ailleurs, la fonction § est positive comme quotient de fonctions positives, donc la dérivée
¢’ est positive sur | — 1; 1[. Ainsi ¢ est croissante sur | — 1; 1[. Or ¢(0) = 0 et par hypothese
lim, ,;- = 0 donc ¢ est nulle sur [0; 1[. Par ailleurs 3 étant une fonction continue positive sur
[—x; ] pour tout x de [0; 1], donc son intégrale ¢(z) sur ce segment est nulle si et seulement
si la restriction de 3 & [—x; x| est nulle. Ainsi A est nulle sur [—z; z] pour tout = de [0; 1], i.e.
sur | — 1; 1] et donc par continuité de h en 1 et —1 sur [—1;1] (on a h(1) = lim,_,;- h(z) = 0).

5.b) Soit f et g dans F, alors f x g est aussi dans F car le produit de fonctions continues
est une fonction continue, donc < f, g > est bien défini. De plus, on a

e pour toute fonction f et g de F, < f,g >=< g, f > (symétrie);

e pour tout f de F, applications h € E +—< f, h > est linéaire (par linéarité de I'intégrale)
donc h € £ —< h, f > aussi par symétrie;

e pour tout f de E,ona < f,f>>0cart— f(t)f(t)/V1—t? est une fonction positive
sur ] — 1; 1[ donc pour tout z positif, comme —z < z, Uintégrale [* f(t)f(t)/V1—t2dt est
positive donc sa limite < f, f > aussi.

e Si f est dans E et vérifie < f, f >= 0 alors f est la fonction nulle (en effet d’apres 5a,
on sait que f? est nulle).

Ainsi, on vient de vérifier les propriétés permettant d’affirmer que‘ <, > est un produit scalaire. ‘

6. Soit n et m deux entiers naturels. Les fonctions 7;, et T}, appartiennent bien a £. On a

1 T

<T,. T, >— / cos(n arccost) cos(m arccost) d— Tim cos(n arccost) cos(m arccost) i@t
-1 V 1 - t2 r—1— —x /1 _ t2

Or pour tout x strictement positif, la fonction arccos est de classe C! sur [—x; 2] donc est un
changement de variables licite sur [—z; z]. De plus arccos’(t) = —1/v/1 — 2. Ainsi, en faisant
le changement de variables , on obtient

(_/arccos(x) ) arccos(—x)cos((n + m)s) + COS((m — n)s) ds

<Ty,Tpym>= lim

cos(ns) cos(ms)ds | = lim
z—1— 2

rccos(—x) =17 Jarccos(z)
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Or les fonctions s +— cos((n +m)s) et s — cos((m — n)s) sont continues sur [0; 7] intervalle
contenant [arccos(z); arccos(—z)], donc par linéarité de I'intégrale puis passage a la limite, on
obtient

(5n+m,0 + 5m—n,0 )
2

1 ™ 1 ™
< Ty T >= 3 / cos((n+m)s)ds + 3 / cos((m —n)s)ds = T
0 0

Ainsi,on a < T, Ty, >=0sin#met <T,, T, >=msin =0 et 7/2 sinon.

Ainsi, | pour tout naturel n, la famille (Ty, 71, ..7;,) est une famille orthogonale de E,, ‘puisque

les éléments T; sont bien dans F,,.

7.a) L’ensemble F, est un sous-espace vectoriel de dimension finie de I’espace vectoriel E

qui est muni d’une norme euclidienne. Ainsi ‘le théoreme de pro jection‘ SUr un sous-espace
vectoriel de dimension finie assure que pour tout élément f de F, il existe un unique vecteur
tn(f) de E, réalisant la distance de f a E,. C’est la projection orthogonale de f sur E,.

7.b) D’apres la question 6, la famille (Ty, T4, ..T,,) est une famille orthogonale de E,. Aucun
des T; n’étant nul, la famille (To/||To||2, .-, Tn/||Tn|l2) est une famille orthonormale de E,,
contenant n + 1 = dim E,, vecteurs, c¢’est donc une base orthonormale de E,. Ainsi

tn(f)zzn: <f,Tk> Ty _Zn: <f,Tk> T

= NTklle N7Tell = < Th, Tk >

8. D’apres la question 7a et la bilinéarité de <, >, on a

do(f. Fn) = /< T = taD T~ ta(D) > =\ 1F13 =2 < fotalf) > +]ta(F)]13

< f, Ty >

n
Or la question 7b et la linéarité de < f,. > montrent que < f,t,(f) >= Z T T =
ks Lk

k=0
Par ailleurs, la famille (7y,..T},) étant orthogonale, on a aussi

n 2 n 2

< f, Ty > < f, Ty >

I NB=3 (S252 ) <nm>=3 SEI
k=0

P < Ty, Ty > < Ty, Ty >

D’ot1 en regroupant ces deux expressions

< f, Ty >2

d2(f7 En) - Hf”% - Z HTkH%

k=0

9.a) Comme FE,, est inclus dans E,1, la suite (dao(f, Ey))nen est décroissante. Or elle
est minorée (par 0) donc convergente. Ainsi la suite de terme général (dao(f, E,))? qui
vaut || fl13 — Yo < f.Tk >2 /||Tk||3 est convergente. Donc d’apres le théoréme sur les
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<f,Ti>2

opérations sur les suites convergentes, la suite de terme général > ), T est conver-
kll2
. s . 2
gente i.e. | la série ) ;g j@% est convergente.
kll2
L < [, Ty >* "y .
9.b) La série E ———— est convergente. Son terme général tend donc vers zéro. Or
k>0 HTkHQ

pour £ > 0, on a < Ty, Ty >= m/2 (question 6), donc par produit, la suite de terme
général < f, T} >2 converge vers zéro donc celle de terme général < f, T} > aussi. Ainsi
FOTu(t)
V1 —t2

1
la suite de terme général / dt tend vers zéro.
-1

10.a) Sur [-1;1],on a |f(z)/vVa2 — 1| < ||f]lec/VZ% — 1. Or comme la fonction constante
|| flloc est dans E, on a par croissance de 'intégrale & bornes croissantes (les deux membres
suivants existant bien)

L@ ISR
1 Va2 -1 h 1 V2 —1

de ie |fIZ<|IfIA < To, To >

Ainsi d’apres la question 6 et en prenant la racine carrée, on obtient | || fll2 < v/7 || fl|oo

10.b) La fonction f est continue sur le segment fermé borné [—1; 1], donc y est limite uni-
forme d’une suite de fonctions polynémiales (P,),cn d’apres le théoreme de Weierstrass. On
définit alors la suite d’entiers naturels (o, = max(deg Py, 0))nen.
Par définition du polynéme tq,, (f), on a ||f — ta, (f)|l2 < ||f — Pull2- La question 10, comme
f— Py est dans E, assure || f =Tyl < V7 ||f = Palloo. Alnsi || f —ta, (ll2 < V7 [|f = Palloo-
Or la suite de terme général || f — P, ||oo converge vers 0 et par comparaison (|| f — ta,, [|2)nen
aussi. Finalement, on obtient:

Ve>0 ANYn>=N ||f —ta,(f)ll2) <& (convergence de la suite vers 0)

Vp=an ||f —t(H)ll2 <||f —tay(f)ll2 (décroissance de la suite (da(f, Ex))ren)
et done [If — ()2 < ¢

On a donc exactement écrit que | la suite (|| f — t,(f)||2)pen converge vers 0.

11.a) D’apres les questions 10.b et 7.a, la suite de terme général da( f, E,,) converge vers 0 et
donc celle de terme général (do( f, E,,))? aussi. En utilisant la question 8, on obtient donc

o0
< f, Ty >2
[ fll2 = —
% 1T% 13

11.b) Soit une fonction h de E telle que _11 h%) dt = 0 pour tout m autrement dit

< h,T,, >= 0 pour tout n. Alors d’apres la question précédente, la norme ||h||2 est nulle et

donc | h est la fonction nulle sur [—1; 1].

mO3pmlca.tex - page 5



II1I. Polynomes de meilleure approximation au sens de Tcheby-
chev

12. L’espace vectoriel F, étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. On
considérera donc (ce que suggere I’énoncé) la topologie pour la norme || ||oo -

12.a) La partie ‘ K est non vide ‘ car elle contient le polynéme nul.

L’application ¥ : Q € E, — || f — Qlloo — || flloc € R satisfait pour tout (P; Q) de E?, 'égalité
[W(Q) — Y(P)| = ||Q = flloo = |1P = flloo|- Or || ||co est une norme sur E donc vérifie la
seconde inégalité triangulaire, ainsi |[|Q — f|looc — [|P — flloo|l < ||@ — P||co- Cela prouve que
1 est une application 1-lipschitzienne donc continue. L’image réciproque par ¢ du fermé R,
de R est ‘K qui est donc un fermé de E,.

Pour tout @ de K, I'inégalité triangulaire assure |[|Q|/co < ||Q — flloo + || flloo < 2||f||oo- Cela
démontre bien que ‘ K est une partie bornée de FE,,. ‘

12.b) L’ensemble K est une partie fermée bornée d’un R-espace vectoriel de dimension finie,

c’est donc ‘ une partie compacte de E,,, non vide ‘ d’apres la question précédente.

13.a) Comme K est une partie non vide de E,,, on obtient doo(f, K) = doo(f, En)-
Par définition de doo(f, Ey), comme le polynéme nul est dans E,, on a doo(f, Epn) < ||fllco-
Deux cas se présentent donc

o doo(f, Ep) = || flleo : dans ce cas, comme doo(f, K) < ||f|lco puisque 0 est dans K, on
obtient doo(f, K) < doo(f, Ep).

e doo(f, Ep) < ||flleo : dans ce cas, par définition de doo(f, E,), pour tout £ > 0, il
existe un polynéme R, de E, vérifiant doo(f, Ep) < [[Re — flloo < doo(f, Epn) + €. Ainsi
pour tout € < || f|loo — doo(f, En) (ce dernier réel étant bien strictement positif), le polynéme
R, vérifie |R: — flloo < doo(f, En) +€ < ||flloo donc est en fait dans K. Ainsi, il vérifie
doo (f, K) < ||Re — fl|oo €t finalement doo(f, K) < doo(f, E) + € pour tout & assez petit, d’olt
en faisant tendre ¢ vers 0 'inégalité doo(f, K) < doo(f, Ep)-

e Dans les deux cas, on a prouvé l'inégalité doo(f, K) < doo(f, En) et donc d’apres

I'inégalité trouvée au début de la question, on a bien montré l’égalité‘ doo(f, K) = doo(f, En). ‘

13.b) La fonction Q € E,, — ||Q — flloo € R est continue (c’est la somme de 1 (question
12.a) et de la fonction constante donc continue || f||~). Sa restriction a la partie compacte K
(question 12.b) est donc bornée et atteint ses bornes en particulier I'inférieure. Ainsi,

‘il existe P dans K donc dans E,, vérifiant ||f — Plloc = deo(f, K) i.e. || f — Plloc = doo(f, Ep) ‘
d’apres la question 13.a.

14.a) D’apres la question 3.b, ‘ ® = T3/2 a pour norme ||®||o = 1/2 et équioscille sur les 4 points‘

x; = cos(lm/3) avec [ variant de 0 a 3.
Voici, le graphe d’une autre fonction qui convient :
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14.b) C’est exactement le résultat obtenu a la question 3.b. (qui était plus précis que celui
demandé par I’énoncé).

15.a) Pour tout z de [-1;1],on a Q(z)—P(z) = Q(z)— f(z)+(f(x)—P(x)) et |Q(x)—f(

|Q — flloo donc |Q(z) — f(x)| < ||P — f|loo. Pour les réels x;, on a de plus |f(x) — P(z)| =
|IP — fl]loo, donc pour ces réels, le signe de Q(z) — P(z) = Q(z) — f(x) + (f(z) — P(z)) est
bien celui de f(x) — P(x).

15.b) Pour tout i de {0,...n}, la fonction polynéomiale P — @ est continue sur [z;; z;41] et
(P —Q)(z;) et (P— Q)(xi+1) sont de signes différents (d’apres la question 15.a car f — P
équioscille sur les x;). Le théoreme des valeurs intermédiaires s’applique donc et assure que
P — @ s’annule sur cet intervalle [x;; z;41], en fait sur |z;; x;41[ car P — @ ne s’annule pas aux
bornes (question 15.a). On a donc trouvé card({0,..n}) = n + 1 racines au polynéme P — Q

qui est de degré au plus n (car dans E,,). Ce polynéme est donc le polynéme nul i.e. .

Ce dernier résultat contredit ’hypothese ||Q — flloo < ||P — fllco. un tel polynéme @
n’existe donc pas, ce qui signifie que tout polynéme R de E,, vérifie I'inégalité ||P — f|loo <

IR — f|loo autrement dit | P est un P.M.A.| d’aprés la caractérisation (ii).

16. Le polynome g, = X" — 27T, | est de degré au plus n+ 1 car X" ! et T),,1 sont de
degré n + 1. Le coefficient du terme de degré n + 1 est 1 — 27" x 27+t1=1 d’apres la question
2.c, autrement dit nul. Ainsi ¢, est bien de degré au plus n et donc dans E,,.

De plus, f — ¢, = 27"T,,41 équioscille sur n + 2 points d’apres la question 14.b (le fait de
multiplier par une constante non nulle ne change rien au caracteére équioscillant), donc la

question 15.b assure que ‘ gn est un P.M.A. d’ordre n de f ‘

17. Soit P un polynome unitaire de degré m + 1. Alors il existe un polynome @ de
E, tel que P = X"t — Q. D’aprés la question 16, on a ||f — qulleoc < [|If — Qlloo avec
[z 2"l Ainsi, on a par définition de g, I'inégalité [|27" Tp11]loo < || Pl|oo sOit encore

27" [T lloo < NIPlloo-

18.a) Soit f une fonction polynémiale de degré n + 1 et de coefficient dominant a (donc
a # 0). D’apres la caractérisation (i) du P.M.A., on cherche @ dans E, tel que ||f — Q||
c’est a dire |a| [|a™! f — a7'Q| s est minimum. Or le polynéme a~!f est de degré n + 1 et
unitaire, et quand Q décrit E,,, les polynémes o~ f —a~'Q décrivent entierement ’ensemble
des polyndmes unitaires de degré n + 1. Ainsi d’apres la question 17, [[a™! f — a1 Q|| est
minimum (quand Q décrit E,) pour a™! f —a™1Q = 27" T} 1.

Finalement, | un P.M.A. de f est donc f —27"aT},,4+1 | (qui est bien un élément de E,,).

18.b) La fonction polynoémiale z +— 52% + 2z — 3 est de degré 3 = 2 + 1, donc admet un
P.M.A. d’ordre 2 qui est Q = 523 + 22 — 3 — 272 x 5T3(x) d’apres 18.a. D’apres la question
2.b, onaQ:5x3+2m—3—5x3—%x: %m—3.
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