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1¢7¢ Partie

1. Soit A € C; montrer que A\ € Spx(C) & det(A — \,) = 0 & det(!fA - \,) =0 & )\ €
Spr(tC). NB det(M) = det(*M) VM € M,(K) .

2. Tl est clair que P4 (X +AY) = P4 p(X) + APy p(Y) .

3.

(a)

En notant les coefficients de la matrice VW par (VIW); ; on a (VIW); ; = vjw,. D’autre
part V # 0 car vecteur propre, donc 31 < i < n tel que v; # 0, de méme 41 < j < n tel
que wj # 0, d’out 31 < 4,5 < n tel que (VW) ; = vyw; # 0 et donc la matrice VW est

non nulle.

On a AV = av,) BW = bW donc AV = av,) WB = bV'W &4 (VW) = AV'W +
VIWB = (a+b)V'W, or VIW # 0 donc VW est un vecteur propre de ®4 p associé a

la valeur propre a + b.

Raisonnons par récurrence sur k € N,

Le résultat est évidemnt vrai pour k = 0. NB M? =1, VM € M,(K).

Supposons maintenant A¥Y = Y (A, — B)* et montrons que A¥*'Y = Y (\I,, — B)k*L.
On a d’abord ®4 g = AY, donc AY +Y B = AY et on trouve AY = Y (A, — B). Donc
ARy = AARY = AY (M, — B)¥ = Y/(\I, — B)**1

d
Soit un polynéme P, & coefficients dans K, et de degré d, donc P(X) = Zaka, et
k=0

d d d
donc P(A)Y =Y apA"Y =Y Y (M, - B)* =Y " ax(A\, - B)* =YP(AL, - B) .
k=0 k=0 k=0

-D’apreés le théoréeme de Cayley-Hamilton, P4(A) = 0 donc Y P4(AI,, — B) = 0 notons
S = Pag(M,, — B)) so S était inversible YS = 0 = YSS™! =Y = 0 ce qui est
impossible puisque Y est un vecteur propre, donc la matrice P4(Al, — B) n’est pas
inversible .

-1l est clair que si un produit de matrices n’est pas inversible alors 'une au moins des
matrices intervenant dans ce produit n’est pas inversible.

Or Po(\,,—B) = (—1)" H ((A\—p) I, — B)P* n’est pas inversible donc I € Spg (A)

pESPK (A)
tel que (A — )1, — B)P* n’est pas inversible et donc I € Spi(A) tel que (A —p)I, — B

n’est pas inversible .En prenant a = p on peut en déduire qu’il existe a € Spg(A) tel que

la matrice (A — a)I,, — B ne soit pas inversible .

5. Si le polynome P4 est scindé sur K alors :

A€ Spk (Pap) = Ja € Spk(A) tel que la matrice (A — a)l,, — B ne soit pas inversible
c’est a dire det((A — a)l, — B) = 0 et donc A —a € Spk (B) donc 3b € Spk (B) tel que
A—a=bdou A=a+boraée€ Spg(A) don X\ € Spk (A) + Spk (B) et on conclut que
Spx (®a,B) C Spk (4) + Spk (B) .



Inversement, d’aprés la question 3.b on voit que Spk (®Pa,p) DO Spk (A) + Spk (B) . D’ou
I’égalité.
p
6. Supposons que Z YitZi = 0, on multiplie cette égalité a droite par un Z; ou 1 < j < n fixe,
i=1

P

mais quelconque d’ou Z a;Y; =0oua; =' Z;Zj, or (Yi,...,Y,) une famille libre de M,, 1 (K)
i=1

donc les a; sont tous nuls en particulier a; = Z;Z; = || Z;]la =0et donc Z; =0 V1< j<n.

La réciproques est bien evidente.

7. La famille (Uij)lgi,jgn est formée par des vecteurs propres de ®4 g, pour montrer que
I'endomorphisme ® 4 p est diagonalisable il suffit de montrer que c’est une base de M,,(K) or
il est de cardinal n? égal a la dimension de M, (K) il suffit donc de montrrer qu’elle est libre.

n n
En effet Z ai,jUij =0 = ZUfZi =0ou Z; = Zai,jo d’aprés la question
1<i,j<n i=1 j=1

n

précédente Z; = Z a; jW; =0 V1<i<mnor (W;)i<j<pn) est aussi libre donc
j=1

ai,j:0 Vlﬁz,]ﬁn

8. (a) Y(M = (m;;),N,P) € M3(R),VA € Rona: < M+AN, P >=Tr(!MP+XNP) =Tr(! M P)+
ANTr(!NP) =< M,P >+X < N,P >.
< M,N >=Tr(*MN) =Tr(*("MN) =Tr(!NM) =< N, M >.
< M, M >Tr(*M M) = la somme des termes diagonaux de la matrice ‘M M or ces termes

n
diagonaux sont mej dou < M, M >= Z m2. > 0.

%) —
j=1 1<i,j<n

<MM>=0 = Z mZQJ =0 = les m;; sont tous nuls ce qui implique que
1<ij<n
M = 0 et ainsi les propriétes du produit scalaire sont tous verifiés.

(b) Question de cours & la portée de tous .

(c) Pour montrer alors que ®4 p est un endomorphisme autoadjoint de ’espace euclidien
(My(R), <,>) il faut montrer que < ®4 p(X),Y >=< X, P4 5(Y) > quad¥(X,Y) €
M2(R), cest a dire < AX,Y > + < XB,)Y >=< X,AY > + < X,YB >, or <
AX)Y >=Tr(!X'AY) =Tr(*X AY) =< X, AY > de méme on montre que < X B,Y >=<
X,YB >.

2¢m¢ Partie

1. Soit A valeur propre de S et X un vecteur propre associé, donc SX = AX d’ou
0 <! XSX = M| X3 or X # 0 car vecteur propre donc || X||3 > 0 d’oi A > 0.

2. les valeurs propres ®g sont de la forme A+ p ou A, v des valeurs propres de .S donc strictement
positifs, ainsi les valeurs propres ®g sont strictement positifs or ®g est diagonalisable dans
une base orthogonale donc est &g definie positif .

3. Supposons ®g(X) symétrique donc XS5 + StX = SX 4+ XS d’oi
Ps(!X —X)=("X-X)S+S(*X — X) =0 or ®g inversible car définie positive donc *X — X
et donc X symétrique.

La réciproque est bien plus facile.



1
4. (a) En prenant ( 0 > .ona =" XAX > 0, en plus A définie positive donc det(A) = ac—b? >
0.
(b) 'WAU = ax® + 2bxy + cy?> = a ((m +2y)2+ yQGCa;QbQ) > 0 alors A est définie positive .

B 2ax (14 A\)b
(©) @a(Xn) = ( (1+ANb 2

si A — 400 donc det P 4(X)) < 0 & partir d’un certain rang et dans ce cas ®4(X)) ne

), det ®A(X)) = =A% 4 A(dac — 2b%) — b® — —o0

peut pas étre definie positive.

5. Parceque S diagonalisable dans une base orthogonale, puisque définie positive.

6. (a) ep(Y)=DY +YD =P 'SPP'XP+ P 'XPP ISP =P 1o4X)P =P 'MP =
N.

D’autre part, tout calcul matriciel fait on trouve DY +Y D = (Njyi jAj)1<i j<n

or DY +YD = ®p(Y) =N = (n)1<ij<n d'ott I'égalité : y; ; = )\.n_li_’j)\.,
? J

(b) P~ =! P car P matrice orthogonale donc N =! PMP d’ou !N =! P'M P =t PMP car
M symétrique. En plus soit X un vecteur de My, 1(R) on a I XNX =! (PX)M(PX) >0
car M définie positive.

N
(c) - Le calcul matriciel montre que ‘UYU = Z U5 jUj = Z ﬁuzu‘j
1<i,j<n 1<igj<n ™' 7Y

1—z“

’ 1
—Soita>OetO<x<1ona/taldt:

x
x — 07 ; ce qui montre que I'application ¢ — t*~! est intégrable sur I'intervalle

0,1] .

- Le calcul matriciel donne ‘U (s)NU (s) = Z sY A, susu; est intégrable
1<i,j<n
en tant que somme finie de fonctions intégrables les A; + A; joueront le role de

— —(finie) quand
«

« dans la question précédente.

1 :
- / U (s)NU(s) = Z )\.ni])\'uiuj ='UYU or N symétrique définie
0 1<ij<n 70 T

positive donc ‘U(s)NU(s) > 0 car U(s) # 0
1
en particulier / 'U(s)NU(s) =" UYU > 0.
0

(d) Ona X = PY'P, soit U un vecteur de M,, 1(R) donc 'UXU =' (*PU)Y (*PU) > 0 car la
matrice Y est définie positive la matrice X est définie positive. D’autre part M = ®g(X)

est symétrique donc X aussi d’aprés la question 3. de la 2éme partie.

3¢ Partie

) a b
1. (a) Soit X = ( p ), X eKer®y g AX = XA (1 —p2)e= (1 —p2)b=0
c

0
@b:c:OﬁX:<g d);etdoncdimKerQ>A7_A:2.

(b) Soit X = (24,j)1<i,j<n, le calcul matriciel donne encore une fois
AX = (Nizij)1<ij<n, XA = (\jxij)i<ij<n, €n particulier
XeKer®dy 4 AX - XA=0 (N -z =0 VI<ij<n
S wx; ;=0 V1<i4,j <ntel quei# j< X est une matrice diagonale, donc Ker® 4 _ 4

est formé par les matrices diagonale et sa dimension est égale a n.



2. (a) Reésultat trés classique .

(b) Soit P une matrice inversible et D une matrice diagonale telle que A = P~ 'DP,
X €Ker®y 4 & AX = XA« P'DPX = XP7'DP & DPXP™! = PXP7'D &
pPxp! eKer®p _p & X‘lKerq)D’_DP, d'ou Ker®y 4 = P‘lKerQJD,_DP est iso-
morphe & Ker®p _p al’aide de I'ismorphisme M + PMP~! donc sont de méme dimen-

sion or D diagonale donc dimKer®p _p = n d’ou dimKer®4 _4 = n aussi .

3. (a) L’application A — ®4 _4 est continue sur M,,(C) car linéaire définie un espace vectoriel

de dimension finie.

(b) L’application A = (a; )1<ij<n — det ((a;j)1<ij<q) est continue sur M, (C) car somme
et produit des applications A = (a; j)1<ij<n — @;j qui sont continues car linéaires.
Ao a1,
4. Soit M € M, (C) donc trigonalisable, il existe donc @ inversible et T =
0 - A\
triangulaire telles que A = Q~!TQ ot \; un valeur propre de M qui se répétent g fois et
€= /\rjn;rAll |A; — Ai| il est clair que A\; + € # A; donc en remplacant dans 7', \; par A\; + ¢ alors
dans T la valeur propre \; ne va se répéter que ¢ — 1 fois, on répéte l'itération jusqu’a ce
qu’elle ne se répéte plus. Et on fait pareil pour les autres valeurs propres et on obtient une
matrice triangulaire 7. dont toutes les valeurs propres sont deux & deux distinctes et qui en
plus tend vers T quand ¢ tends vers 0 (quitte a diviser € par n et tendre n vers +00). Ainsi 7
est diagonalisable donc Q'7.Q aussi, d’autre part Q'7.Q — Q7 'T'Q = A, d’ou la densiteé.

5. (a) Pour montrer que ’ensemble O, = {C' € M,,(C),rg(C) > r} est un ouvert de M, (C) il
suffit de montrer que son complémentaire F, = {C € M,,(C),rg(C) < r} est un ferme
de M,,(C).
Notons ¢4 I'application A = (a; j)1<i j<n — det ((aij)i<ij<q)- C € Fr ©Vqg>1 ¢4(C) =
0 et donc F = Up_, {C € My(C) tel que ¢,(C) = 0} est ruénion finies d’ensembles fer-

més, car ¢, continue, donc fermé.

(b) Si (Ap)p une suite de matrices éléments de M,,(C) avec m > 2, toutes de rang s >
0 convergeant vers une matrice A avec les notations de la question précédente A, €
Fs Vp € N* qui est fermé donc A =1lim A, € F, .D’oti le rang de A est inférieur ou égal
as.

6. Soit un matrice A de M,,(C), et (A4,) une suite de matrice ayant n valeurs propres deux a deux
distinctes, convergente vers A, (cette suite existe d’aprés la question 4.). d’autre part 'appli-
cation M +— @z est continue donc @4, 4, converge vers 4 4. Notons rg(q)A%_Ap) =35
donc s = n? — dimKer(®4, —4,) (d’aprés la formule du rang), et d’aprés la question 2.b.
dimKer(®4,,—4,) = n donc rg(®a, —a,) = s = n* — n et enfin d’aprés la question 5.b.
rg(®a,—a) > n? — n, en utilisant encore une fois la formule du rang, mais cette fois pour
® 4 _ 4 on obteint que la dimension du noyau de I’endomorphisme ® 4 _ 4 est supérieur ou égal

an.

FIN DU CORRIGE
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