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Chapitre 1

Espaces vectoriels et applications

linéaires

Contents

1.1 Dé�nitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel . . . . . . . . . . 6

1.3 Indépendance linéaire. Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4 Applications liéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1 Dé�nitions et propriétés

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions numériques

Soit A une partie non vide de R. Notons E = F(A, R) l'ensemble des applications de

A à valeurs dans R.

Soient f et g des éléments de E. Rappelons que la somme f + g est par dé�nition

l'application qui à tout élément x de A associé le nombre réel f(x) + g(x). Nous savons

que, muni de l'addition, E véri�e :

· ∀f, g, h ∈ E on a : (f + g) + h = f + (g + h)
· ∀f, g ∈ E on a : f + g = g + f
· ∀f ∈ E on a : f + 0E = 0E + f (0E la fonction nulle)

· ∀f ∈ E on a : f + (−f) = (−f) + f = 0E

D'autre part, on peut dé�nir une application de R×E dans E de la manière suivante :

pour tout nombre réel α et pour tout élémnet de E, on note αf l'application qui à tout

élément x de A associé le nombre réel αf(x). Il ne s'agit plus de loi de composition interne (

c'est à dire une application de E×E dans E), c'est ce qu'on appelle une loi de composition

externe, plus précisement, une multiplication externe.

On les propriétés suivantes :

· ∀f ∈ E on a : 1.f = f
· ∀f,∈ E , ∀α, β ∈ R on a : α(β.f) = (αβ).f
· ∀f ∈ E, ∀α, β ∈ R on a : (α + β).f = α.f. + β.f
· ∀f, g ∈ E, ∀α ∈ R on a : α.(f + g) = α.f + α.g
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L'ensemble E, muni de l'addition et de la mulitiplication externe, prend le nom d'espace

vectoriel des fonctions numériques.

Cas particulier

Lorsque A est l'ensemble N des entiers naturels, les applications de N dans R ne sont

autres que les suites de nombres réels. L'ensemble E prend alors le nom d'espace vectoriel

des suites de nombres réels.

1.1.2 Structure d'espace vectoriel

Soit E un ensemble non vide muni

1) d'une loi interne notée +.

2) d'une loi externe notée ·
Nous notons (E,+, ·) l'ensemble muni de ces deux lois.

Dé�nition 1.1.1. On dit que (E,+, ·) est un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel

(K = R ou C) si et seulement si les propriétés suivantes sont véri�ées :

1. ∀x, y, z ∈ E on a : (x + y) + z = x + (y + z)

2. ∀x, y ∈ E on a : x + y = y + x

3. Il existe 0E ∈ E tel que ∀x ∈ E on a : x + 0E = 0E + x (0E l'élément neutre pour

+).

4. ∀x ∈ E on a : x + (−x) = (−x) + x = 0E et

5. ∀x ∈ E, 1 · x = x

6. ∀x ∈ E, ∀α, β ∈ K on a : α(β · x) = (αβ) · x
7. ∀x ∈ E, ∀α, β ∈ K on a : (α + β) · x = α · x + β · x
8. ∀x, y ∈ E, ∀α ∈ K on a : α · (x + y) = α · x + α · y

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, on note parfois le vecteur x par ~x.

Exemples

1. K2 = K×K = {(x, y)/x, y ∈ K} est un K-espace vectoriel.

2. Plus généralement, pour tout n ∈ N∗, Kn = {(x1, x2, ..., xn) / xi ∈ K ∀i = 1, 2, ..., n}
est un K-espace vectoriel.

3. K[X] et Kn[X] (n ∈ N∗) sont des K-espaces vectoriels.

Exercice

Soit E l'ensemble dé�nie par : E = {f : R −→ R, / f(x) = (ax + b)e3x, (a, b) ∈ R2}
Montrer que (E,+, ·) est un esapce vectoriel sur R.
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1.1.3 Régles de calcul dans un espace vectoriel

Théorème 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel.

1) ∀x ∈ E, 0.x = 0E et ∀α ∈ K, α.0 = 0E

2) ∀x ∈ E, ∀α ∈ K, α.x = 0⇐⇒ α = 0 ou x = 0E

3) ∀x ∈ E, ∀α ∈ K, (−α).x = α.(−x) = −(α.x)

Démonstration

1. ∀x ∈ E, on a :

0.x + αx = (0 + α)x = αx

donc

0.x = α.x− α.x = 0E

de même

α.0E + α.x = α.(0E + x) = α.x

d'où

α.0E = 0E

2. Soit x ∈ E et α ∈ K tel que α.x = 0E

Si α 6= 0,

α−1(α.x) = α−1α.x = α−1.0E = 0E

or

α−1α.x = x

d'où

x = 0E

3. Si α ∈ K et x ∈ E on a :

α.x + (−α.x) = [α + (−α)].x = 0.x = 0E

de même

α.x + α.(−x) = α.[x + (−x)] = α.0E = 0E

donc :

(−α).x = α.(−x) = −(α.x).

Remarque

D'après ce résultat il n'y aurait aucun inconvénient à désigner 0E , l'élément zéro de E,

et le zéro de K par même symbole 0.

Proposition 1.1.1. ∀(α, β) ∈ K2 et ∀(x, y) ∈ E2 on a :

(α− β).x = α.x− β.x
α.(x− y) = α.x− α.y
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1.2 Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel

1.2.1 sous-espaces vectoriel

Dé�nition 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel et F ⊂ E, F 6= ∅. On dit que F est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est un K-espace vectoriel.

Théorème 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F, non vide, de E est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si ∀x, y ∈ F,∀α, β ∈ K α.x + β.y ∈ F .

Exemples

1. Pour tout espace vectoriel E, {0E} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. Tout
sous-espace vectoriel di�érent de E et {0E} est appelé sous-espace vectoriel propre
de E.

2. Soit F = {f ∈ F(I, R) : f(0) = 0}. F est un sous-espace vectoriel de F(I, R), en
e�et :

∀α, β ∈ R ∀f, g ∈ F (αf + βg)(0) = α.f(0) + β.g(0) = 0

3. L'ensemble des suites qui convergent vers 0 est un sous-espace vectoriel de l'espace

vectoriel des suites numériques.

4. ∀n ∈ N∗, Kn[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Remarque

Pour montrer qu'un ensemble F est un espace vectoriel, il su�t de montrer qu'il est un

sous-espace d'un espace vectoriel bien connu, par exemple pour montrer que l'ensemble

S = {(un)n≥0 ∈ CN/un+2 = aun+1 + bun}

est un espace vectoriel il su�t de montrer qu'il est un sous-espace vectoriel de CN.

Théorème 1.2.2. Si E1, E2, ..., Em sont des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel

E alors
i=n⋂
i=1

Ei est sous-espace vectoriel de E

Démonstration

Soit (x, y) ∈ F × F =
i=n⋂
i=1

Ei et (λ, µ) ∈ K2

alors ∀i = 1, 2, ..., n (x, y) ∈ E2
i , et puisque Ei est un sous-espace vectoriel,alors

λx + µy ∈ Ei d'où λx + µy ∈
i=n⋂
i=1

Ei.

Dé�nition 1.2.2. Soit m (m ∈ N∗) éléments x1, x2, ..., xm d'un espace vectoriel et m
nombres α1, α2, ..., αm. L'élément α1x1 + α2x2 + ... + αmxm de E est appelé combinaison
linéaire des éléments x1, x2, ..., xm de E ; α1, α2, ..., αm sont les coefficients respectifs de

x1, x2, ..., xm dans cette combinaison linéaire.
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Théorème 1.2.3. Théorème et dé�nition Etant donné des éléments x1, x2, ..., xm d'un

K-espace vectoriel. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de x1, x2, ..., xm est un

sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel engendré par la partie {x1, x2, ..., xm}
ou par la famille {x1, x2, ..., xm}, on le note V ect({x1, x2, ..., xm}).

Démonstration

Soit x, y ∈ V ect({x1, x2, ..., xm}) et α, β ∈ K, alors il existe des scalaires λ1, λ2, ..., λm,
µ1, µ2, ..., µm tels que :

x =
i=m∑
i=1

λixi et y =
i=m∑
i=1

µixi

donc

αx + βy =
i=m∑
i=1

(αλi + βµi)xi ∈ V ect({x1, x2, ..., xm}).

Exemples

1. Soit E un K-espace vectoriel et x un vecteur de E, non nul.

V ect(x) = {λx / λ ∈ K}.
C'est la droite vectoriele engendrée par x.

2. Dans l'espace vectoriel R3

Soit a = (1,−2, 3), b = (0, 3,−1)
V ect{a, b} = {λa+µb / (λ, µ) ∈ R2} = {(λ,−2λ+3µ, 3λ−µ) / (λ, µ) ∈ R2}

3. Dans l'espace vectoriel F(I, R), le sous-espace vectoriel engendré par x −→ e−2x et

x −→ e3x est l'ensemble {x −→ ae−2x + be3x : (a, b) ∈ R2}
4. On a :

C = {x + iy / (x, y) ∈ R2}
= V ect({1, i})

donc C est considéré comme un espace vectoriel engendré par 1 et i.

5. Kn[X] = V ect({1, X,X2, ..., Xn})
6. Kn = V ect({e1, e2, ..., en}) avec e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en =

(0, 0, ..., 1)

Dé�nition 1.2.3. Soit E un K-espace vectoriel. Une famille {a1, a2, ..., am} de E est

appelée famille gnratice de E si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par

{a1, a2, ..., am} est l'espace vectoriel lui-même.

Remarque

On a vu que l'ensemble F des combinaisons linéaires de a1, a2, ..., am est un sous-espace

vectoriel de E ; et on a F ⊂ E. Donc pour démontrer que F = E, il su�t de démontrer que

E ⊂ F c'est à dire que tout élément de E est une combinaison linéaire de a1, a2, ..., am.

Exemple

Kn = V ect({e1, e2, ..., en}) avec e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en = (0, 0, ..., 1),
donc {e1, e2, ..., en} est une famille génératrice de Kn
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1.2.2 Sous-espaces supplémentaires

Somme de deux sous-espaces vectoriels

Dé�nition 1.2.4. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

On appelle la somme de F et G, l'ensemble F + G = {x + y / x ∈ F et y ∈ G}

Théorème 1.2.4. La somme de deux sous-espaces vectoriels F et G est un sous-espace

vectoriel.

Démonstration

∀(α, β) ∈ K2,∀(x, y) ∈ F ×G on a :

αx + βy = x′ + y′ avec (x′, y′) ∈ F ×G

donc αx + βy ∈ F + G et un par conséquent F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Sous-espaces supplémentaires

Dé�nition 1.2.5. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

F + G est dite somme directe si F ∩G = {0E}.

Théorème 1.2.5. Deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seule-

ment si tout

x ∈ F + G s'écrit d'une manière unique sous la forme x = f + g avec f ∈ F et g ∈ G.

Démonstration

Supposons que x = f+g = f ′+g′ avec f, f ′ ∈ F et g, g′ ∈ G, donc 0 = (f−f ′)+(g−g′)
donc

f ′ − f = g′ − g ∈ F ∩G = {0E} =⇒ f = f ′ et g = g′,

d'où l'unicité de l'écriture

x = f + g.

Réciproquement, soit x ∈ F ∩G
alors

x = 0 + x = x + 0

et par unicité x = 0, donc
F ∩G = {0E}

Corollaire 1.2.1. F et G sont en somme directe si et seulement si ∀f ∈ F,∀g ∈ G

(f + g = 0E =⇒ f = g = 0E)

.

Dé�nition 1.2.6. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un k-espace vectoriel E.

F et G sont dits supplémentaires si ils sont en somme directe et F + G = E. On note

F ⊕G = E
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Remarque

F ⊕G = E ⇐⇒
{

F + G = E
F ∩G = {0E}

Exercice

Soit E = F(R, R) l'espace vectoriel des fonction numériques. Montrer que E est somme

directe des sous-espaces vectoriels des fonctions pairs et des fonctions impaires.

1.3 Indépendance linéaire. Dimension

1.3.1 Indépendance linéaire

Soit {a1, a2, ..., am} une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E.

Dé�nition 1.3.1. La famille {a1, a2, ..., am} et dite libre ou les éléments a1, a2, ..., am sont

linéairements indépendants si et seulement si ∀α1, α2, ..., αm ∈ K on a :

(α1a1 + α2a2 + ... + αmam = 0E) =⇒ (α1 = α2 = ... = αm = 0)

Dans le cas contraire, la famille est dite liée ou les vecteurs sont linéairement dépendants

Exemples

1. Soit a = (3, 2) et b = (1,−2) deux éléments de R2. a et b sont linéairement indépen-

dants, en e�et, cherchons λ, µ tels que : λ(3, 2) + µ(1,−2) = (0, 0)

λ(3, 2) + µ(1,−2) = (0, 0)⇐⇒
{

3λ + µ = 0
2λ− 2µ = 0

=⇒ λ = µ = 0

2. Soit a = (−2, 4) et b = (1,−2) deux éléments de R2. a et b sont linéairement

dépendants, par exemple a = −2b

3. E = F(R, R), f(x) = e2x, g(x) = e−x, f et g sont linéairement indépendants, en

e�et, soit α et β ∈ R tels que αf + βg = 0E

αf + βg = 0⇐⇒ ∀x ∈ R, αe2x + βe−x = 0⇐⇒
{

α + β = 0
2α− β = 0

=⇒ α = β = 0

1.3.2 Bases et dimension

Dé�nition 1.3.2. On appelle base d'un K-espace vectoriel E toute famille {a1, a2, ..., an},
génératrice et libre

Théorème 1.3.1. (et dé�nition) Si E, espace vectoriel sur K, admet une base ayant n
éléments alors toute base de E a n éléments. l'entier naturel n est appelé dimension de E
et on note n = dim E.
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Exemples

1. C est un R-espace vectoriel de dimension 2.

2. Kn (n ∈ N∗) est K-espace vectoriel de dimension n. On appelle base canonique de

Kn la base B = (ei)i=1,2,...,n avec ei = (0, ..., 1, ...0)
la position i

.

3. Kn[X] (n ∈ N∗) est un K-espace vectoriel de dimension n + 1.

N.B

Dans la suite, tous les espaces vectoriels considérés sont de dimensions �nies.

Proposition 1.3.1. (Dé�nition-Proposition) Soit E un esapace vectoriel de dimension

n et B = {e1, e2, ..., en} une base de E. Alors toute vecteur x de E s'écrit d'une manière

unique sous la forme :

x = x1e1 + x2e2 + ... + xnen =
k=n∑
k=1

xkek

Dans ce cas (x1, x2, ..., xn) sont appelés les coordonnées de x dans la base B.

1.3.3 Rang d'une famille de vecteurs

Dé�nition 1.3.3. Soit z = {v1, v2, ..., vp} une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E.

On appelle rang de z l'entier rgz = dim V ect(z). C'est le nombre maximum de vecteurs

L.I que l'on peut extraire de la famille {v1, v2, ..., vp}

Proposition 1.3.2. (Propriétés)) Le rang d'une famille de vecteurs reste inchangé dans

les cas suivantes :

1) si on permute les vecteurs de la famille.

2) si on multiplie un vecteur par un scalaire non nul.

3) si on ajoute à un vecteur une combinaisons linéaire des autres vecteurs.

Etude d'un exemple

Dans R4 on donne

~a = (1, 2, 3, 4); ~b = (3, 4, 5, 7); ~c = (3, 2, 1, 2)

Déterminons le rang de {~a,~b,~c}
~a
1
2
3
4


~b
3
4
5
7


~c
3
2
1
2

 −→

~a
1
2
3
4


~b− 3~a

0
−2
−4
−5


~c− 3~a

0
−4
−8
−10



−→

~a
1
2
3
4


~b− 3~a

0
−2
−4
−5


~c− 2~b + 3~a

0
0
0
0
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Donc rg({~a,~b,~c}) = rg({~a,~b− 3~a, 3~a− 2~b+~c}) = 2 et la famille est liée par la relation

3~a− 2~b + ~c = 0

1.4 Applications liéaires

1.4.1 Dé�nition. Exemples

Dé�nition 1.4.1. Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K. On appelle appli-

cation linéaire de E dans F toute application f de E dans F véri�ant :

(1) ∀x ∈ E,∀y ∈ E f(x + y) = f(x) + f(y)
(2) ∀x ∈ E,∀λ ∈ K f(λx) = λf(x)

Notations

L'ensemble des applications linéaires de E dans F sera noté par L(E,F ). Si f est une

applications linéaires de E dans E, on dit que f est un endomorphisme de E et on note

leur ensemble par L(E) au lieu de L(E,E)

Exemples

1. On considére R comme espace vectoriel sur lui même, soit f l'application,a ∈ R :

f : R 7−→ R
x 7−→ ax

f est une application linéaire.

2. Soit E un K-espace vectoriel et λ ∈ K, l'application :

idE : E 7−→ E
x 7−→ λx

est linéaire, appelée homothétie de rapport λ.

3. Soit E = R2, F = R3, soit f l'application dé�nie de E dans F par :

∀x, y ∈ R2, f(x, y) = (2x− y,−x + 3y, 2x− 3y)

f est une application linéaire, en e�et : ∀α, β ∈ R, ∀(x, y) ∈ R2, ∀(x′, y′) ∈ R2

f(α(x, y) + β(x′, y′)) = f(αx + βx′, αy + βy′)
= (2(αx + βx′)− αy + βy′,−αx− βx′ + 3(αy + βy′), 2(αx + βx′)− 3(αy + βy′))
= α(2x− y,−x + 3y, 2x− 3y) + β(2x′ − y′,−x′ + 3y′, 2x′ − 3y′)
= αf(x, y) + βf(x′, y′)

4. L'application Φ dans R de l'espace vectoriel des fonctions intégrables au sens de

Riemann sur le segment [a, b] dé�nie par Φ(f) =
b∫
a

f(t)dt est une application linéaire.

5. L'application Γ de k[X] dans k[X] dé�nie par Γ(P ) = P ′ est linéaire.
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1.4.2 Premières propriétés des applications linéaires

Soient trois k-espaces vectoriels E,F, G. Considérons l'application h = g ◦ f composée

des applications linéaires g et f , avec f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G)

E
f−→ F

h=g◦f−→

g−→ G

∀α, β ∈ k, ∀(x, y) ∈ E2 on a :

h(αx + βy) = g[f(αx + βy)]
= g[αf(x) + βf(y)]
= αg[f(x)] + βg[f(y)]
= αg ◦ f(x) + βg ◦ f(y)
= αh(x) + βh(y)

Théorème 1.4.1. L'application composée de deux applications linéaires est une application

lineaire.

De même on a la proposition suivante :

Proposition 1.4.1. Si f et g sont deux applications linéaires et λ, µ des scalaires, alors

l'application λf +µg est lineaire et si f est bijective f −1 est aussi une application linéaire.

Dans ce dernier cas on dit que f est un isomorphisme.

Cas particulier

Une application linéaire bijective de E dans E est dite automorphisme de E.

Remarque

L'ensemble L(E,F ) des applications linéaires de E dans F , muni de l'addition et de la

mulitiplication par un scalaire, est un k-espace vectoriel.

Théorème 1.4.2. Pour toute application linéaire f de E dans F .

(1) f(0E) = 0F

(2) Pour tout x de E on a f(−x) = −f(x).

Preuve

· ∀x ∈ E,

f(x) = f(0E + x)
= f(0E) + f(x)

on en déduit que f(0E) = 0F .
· ∀x ∈ E,
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f(0E) = f(x− x)
= f(x)− f(x)
= 0F

donc f(−x) est l'opposé de f(x) dans F , c'est à dire f(−x) = −f(x).

Dé�nition 1.4.2. On appelle noyau d'une application linéaire f de E dans F l'ensemble

{x ∈ E /f(x) = 0} et image de f l'ensemble {f(x) / x ∈ E}. Et on note :

ker f = {x ∈ E f(x) = 0F } Imf = {f(x)/x ∈ E}

Exercice

Soit f l'application linéaire de R2 dans R3, dé�nie par :

f(x, y) = (2x− y, x + y, 3x− 4y)

Déterminer ker f et Imf.

Proposition 1.4.2. Soit f une application linéaire de E dans F . ker f est un sous-espace

vectoriel de E et Imf est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve

· ∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ ker f on a : f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) = 0F

· Soit y, y′ ∈ Imf et α, β ∈ K, alors ∃x, x′ ∈ E tels que : f(x) = y et f(x′) = y′

αy + βy′ = αf(x) + βf(x′) = f(αx + βx′)
donc αy + βy′ ∈ Imf .

Théorème 1.4.3. Pour toute application linéaire f de E dans F les proptiétés suivantes

sont équivalentes :

(1) L'application f est injective.

(2) ker f = {0E}

Preuve

(1) =⇒ (2) Soit x ∈ ker f, f(x) = 0F = f(0E) et puisque f est injective, alors x = 0E .
(2) =⇒ (1)
Soit x et y de E tels que f(x) = f(y)
alors

f(x− y) = 0F ⇐⇒ x− y ∈ ker f

donc si ker f = {0E}, x− y = 0E et par suite x = y.

Théorème 1.4.4. Soit f : E −→ F une application linéaire bijective, alors :

1) L'image d'une base de E est une base de F .

2) dim E = dim F

Donc deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement si ils ont la même dimen-

sion.
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Preuve

Soit B = {e1, e2, ..., en} une base de E, avec n = dim E, montrons que {f(e1), f(e2), ..., f(en)}
est une base de F.

Soit λ1, λ2, ..., λn ∈ k tels que :

λ1f(e1) + λ2f(e2) + ... + λnf(en) = 0F

alors

f(λ1e1 + λ2e2 + ... + λnen) = 0F

et comme f est une bijection alors :

λ1e1 + λ2e2 + ... + λnen = 0E

donc

λ1 = λ2 = ... = λn = 0

On en déduit que {f(e1), f(e2), ..., f(en)} est une base de F et dim F = dim E.

Théorème 1.4.5. (Fondamental) Pour toute application linéaire f de E dans F on a :

dim E = dim ker f + dim Imf

.

on pose rgf = dim Imf .

Corollaire 1.4.1. Pour toute endomorphisme f d'un espace vectoriel E, de dimension n,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est un isomorphisme.

(2) f est injective.

(3) f est surjective.

(4) ker f = {0}.
(5) f est de rang n.

• • • • • • • • ••
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Chapitre 2

Matrices

Contents
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2.1 Généralités

2.1.1 Dé�nitions diverses

Dé�nition 2.1.1. On appelle matrice de type (n, p) sur k toute application de {1, 2, ..., n}×
{1, 2, ..., p} dans k. Une matrice est donc une famille double �nie :

{1, 2, ..., n} × {1, 2, ..., p} 7−→ k
(i, j) 7−→ aij

Une matrice A sera représentée soit par :

A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p ou A =


a11 a12 . . a1p

a21 a22 . . a2p

. . . . .
an1 an2 . . anp


Nous dirons que A est une matrice de type (n, p) ( n nombre de lignes, p nombre de

colonnes) leur ensemble est désigné parMk(n, p) ouMn,p(k).

Cas particuliers

· Si p = n on dit la matrice A est carrée d′ordre n, les éléments aii sont appelés

éléments diagonaux de A ; leur ensemble est la diagonale principale de A. L'ensemble des

matrices carrées, d'ordre n, sera notéMk(n) ouMn(k).
· Si p = 1 on dit la matrice est unicolonne.
· Si n = 1 on dit la matrice est unilgne.
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Dé�nition 2.1.2. On appelle transposée de la matrice A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p la matrice

B = (bij)1≤i≤p,1≤j≤n avec bij = aji, on la note tA

Remarque

Si A ∈Mn,p(k) alors tA ∈Mp,n(k). et si

A =


a11 a12 . . a1p

a21 a22 . . a2p

. . . . .
an1 an2 . . anp

 alors tA =


a11 a21 . . a1n

a12 a22 . . a2n

. . . . .
a1p a2p . . anp


Exemples

1)

t

(
a b c
a′ b′ c′

)
=

a a′

b b′

c c′


2)

t
(
x1 x2 . . . xn

)
=



x1

x2

.

.

.
xn


Dé�nition 2.1.3. On dit qu'une matrice A est symétrique si et seulement si tA = A et

on dit qu'elle antisymétrique si et seulement si tA = −A.

Remarque

· Une matrice A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p est symétrique si et seulement si p = n et ∀i, j =
1, 2, ..., n aij = aji

· Une matrice A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p est antisymétrique si et seulement si p = n et

∀i, j = 1, 2, ..., n� aij = −aji, en particulier on a 2aii = 0 ∀i = 1, 2, ..., n.

Dé�nition 2.1.4. Les matrices suivantes, d'ordre n, sont appelées respectivement, matrice

triangulaire supérieure, diagonale, unité :
a11 a21 . . a1n

0 a22 . . a2n

0 0 . . a2n

. . . . .
0 0 . 0 ann

 ,


a11 0 . . 0
0 a22 . . 0
. . . . .
. . . . .
0 0 . . ann

 , In =


1 0 . . 0
0 1 . . 0
. . . . .
. . . . .
0 0 . . 1
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2.1.2 Matrice et application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, {e1, e2, ..., ep} une
base de E et {f1, f2, ..., fn} une base de F et en�n f une application linéaire de E dans F .

∀j = 1, 2, ..., p, ∃aij ∈ k, i = 1, 2, ..., n tels que

f(ej) = a1jf1 + a2jf2 + ... + anjfn =
i=n∑
i=1

aijfi

Dé�nition 2.1.5. On appelle matrice de l'application linéaire f la matrice (aij)1≤i≤n,1≤j≤p,

on la note M(f, (ei), (fj)).

Les vecteurs colonnes de M(f, (ei), (fj)) sont f(e1), f(e2), ..., f(ep), matriciellement :

M(f, (ei), (fj)) =

f(e1)
a11

a21

an1

f(e2)

a12

a22

an2

f(ep)

a1p

a2p

anp


(f1,f2,...,fn)

Remarque

Si E = F ( f est un endomorphisme ), la matrice A associée à f est une matrice carrée,

en général on prend la même base pour E considéré comme espace de départ et espace

d'arrivé, on écrit alors :

A = M(f, (ei), (ej)) = M(f, (ei))

Exemples

. Soit E un espace vectoriel de dimension n et idE l'application identique de E :

idE : E 7−→ E
x 7−→ x

Si on prend la même base (ei) pour E alors :

M(idE , (ei)) = In ( la matrice unité d'ordre n )

.Soit f l'application de R2 dans R3 dé�nie par :

f(x, y) = (2x− y,−3x, 3x− 5y)

relativement aux bases canoniques de R2 et R3 on a :

M(f) =

 2 −1
−3 0
5 −5


.Soit f l'application de R3 dans R2 dé�nie par :

f(x, y, z) = (2x− y − z, 3x− 5y − 2z)

relativement aux bases canoniques de R3 et R2 on a :

M(f) =
(

2 −1 −1
3 −5 −2

)

17



Inversement

A toute matrice A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p ∈ Mn,p(k), on peut associé une application

linéaire f de kp dans kn, en posant, pour chaque j :

f(ej) = a1jf1 + a2jf2 + ... + anjfn =
i=n∑
i=1

aijfi

avec {e1, e2, ..., en} une base km et {f1, f2, ..., fn} une base de kn.

2.2 Opérations algébriques sur les matrices

2.2.1 L'espace vectoriel Mn,p(k)

Soient A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p et B = (bij)1≤i≤n,1≤j≤p deux matrices de type (n, p) de k,
elle sont associées respectivement à deux applications linéaires f et g de E dans F , E est

rapporté à une base (ei)1≤i≤p et F à une base (fi)1≤j≤n.

Nous posons par dé�nition :

A + B = M(f, (ei), (fj)) + M(g, (ei), (fj)) = M(f + g, (ei), (fj))

λA = λM(f, (ei), (fj)) = M(λf, (ei), (fj))) (λ ∈ k)

Propriétés

A + B = (aij + bij)1≤i≤n,1≤j≤p et λA = (λaij)1≤i≤n,1≤j≤p (λ ∈ k)

Proposition 2.2.1. L'ensembleMn,p(k) muni des opérations (A,B) � A+B et (λ, A) �
λA est un espace vectoriel sur k.

2.2.2 Produit de deux matrices

Soit trois espaces vectoriels E,F, G de dimensions respectives p, n,m sur k, et des bases
respectives (ak)1≤k≤p, (bj)1≤j≤n, (ci)1≤i≤m ; considérons les trois applications linéaires

f, g, g ◦ f et les trois matrices :

A = M(f, (ak), (bj)) = (αjk)1≤j≤n,1≤k≤p

B = M(g, (bj), (ci)) = (βij)1≤i≤m,1≤j≤n

C = M(g ◦ f, (ak), (ci)) = (γik)1≤i≤m,1≤k≤p

Dé�nition 2.2.1. On pose, par dé�nition, C = BA = M(g, (bj), (ci))M(f, (ak), (bj)) =
M(g ◦ f, (ak), (ci))

Remarque

Remarquons que : A = M(f) ∈ Mn,p(K), B = M(g) ∈ Mm,n(K), C = BA =
M(g ◦ f) ∈Mm,p(K) et que card{colonnes de B} = card{lignes de A}.
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Calcul de coe�cients de C = BA

∀k ∈ {1, 2, ..., p}

(g ◦ f)(ak) = g[f(ak)] = g[
j=n∑
j=1

αjkbj ]

=
j=n∑
j=1

αjkg(bj) =
j=n∑
j=1

αjk

i=m∑
i=1

βijci

=
j=n∑
j=1

i=m∑
i=1

αijβijci =
i=m∑
i=1

j=n∑
j=1

αijβijci

=
i=m∑
i=1

[
j=n∑
j=1

αijβij ]ci

et par dé�nition on peut écrire :

(g ◦ f)(ak) =
i=m∑
i=1

γikci

d'où, par identi�cation :

∀i ∈ {1, 2, ...,m}, ∀k ∈ {1, 2, ..., p}, γik =
j=n∑
j=1

βijαjk

On peut représenter cette règle de calcul par le schéma suivant :

p

 γik

 =

m

m

 βi1 βi2 · βij · βin


n



α1k

α2k

·
αjk

·
αnk

 n

p

Remarque

L'élément γik (k numéro de la ligne, i numéro de colonne) provient des éléments de la

LIgne k de B et des éléments de la COlonne i de A.

On dit qu'on a e�ectué le produit BA LIgnes à COlonnes ( en abrégé �produit LICO�).

Notations matricielles

Soit f une application linéaire de E dans F . (ei)1≤i≤p une base de E, (fj)1≤i≤n une

base de F et A = M(f, (ei), (fj)).
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∀(x, y) ∈ E × F , on pose X = M(x, (ei)) =


x1

x2

.

.
ap

, Y = M(y, (fj)) =


y1

y2

.

.
yn

. X la

matrice unicolonne associée au vecteur x dans la base (ei)1≤i≤m. On a :

y = f(x)︸ ︷︷ ︸
Notation vectorielle

⇐⇒ Y = AX︸ ︷︷ ︸
Notation matricielle

Exercice

Soit A ∈Mn,p(k), B ∈Mn,m(k)
1) Démontrer que t(AB) =t BtA
2) Montrer que AtA et tAA sont des matrices carrées symétriques.

2.2.3 Matrices carrées inversibles ( ou régulières )

Dé�nition 2.2.2. Soit A une matrice carrée, on dit que A est inversible ou rgulire si et

seulement si l'endomorphisme f associé à A est inversible. on pose A−1 = M(f−1).

On note GLn(k) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n inversibles.

Proposition 2.2.2. Soit A et B deux matrices carrées inversibles et f, g, respectivement,

les endomorphismes associés aux matrices A et B, alors :

1) (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 ⇐⇒ (AB)−1 = B−1A−1

2) f−1 ◦ f = f ◦ f−1 = idE ⇐⇒ AA−1 = A−1A = In

3) tA est inversible et (tA)−1 =t (A−1)

Proposition 2.2.3. Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n telles que AB = In,
alors A est inversible et A−1 = B.

Exercice

1. Calculer An (n ∈ N) pour les matrices suivantes : (θ, x des réels)(
cos θ − sin θ
sin∞ cos θ

) (
chx shx
shx chx

) (
shx chx
chx shx

)
avec chx = ex+e−x

2 , shx = ex−e−x

2

2. Montrer que ces matrices sont inverrsibles, calculer A−1 et An pour n de Z.

2.3 Changement de bases

2.3.1 Matrice de passage d'une base à une autre

Soit E un espace vectoriel sur k de dimension n, B = (ei) une base de E et B′ = (e′i)
une deuxième base de E.

Alors ∀j = 1, 2, ..., n ∃pij ∈ k, i = 1, 2, ..., n tels que : e′j =
i=n∑
i=1

pijei

On pose : P = (pij)1≤i≤n,1≤j≤n
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Théorème 2.3.1. (Théorème et dé�nition) La matrice P est inversible, on l'appelle

la matrice de passage de la base B = (ei) à la base B′ = (e′i).

Preuve

Soit l'application linéaire :

idE (E,B′) 7−→ (E,B)
x 7−→ x

on a : IdE(e′j) = e′j =
i=n∑
i=1

pijei donc P = (pij) = M(idE , (e′i), (ej)) d'où P est

inversible car l'identité est inversible et P−1 = M(idE , (ei), (e′i)).

Remarque

Soit x ∈ E. On pose X = M(x, (ei)), X ′ = M(x, (e′i)) alors on a les relations :

X = PX ′ et X ′ = P−1X

2.3.2 Action de changements de bases dans E et dans F sur la matrice
d'une application linéaire de E dans F

Soit f une application linéaire de E dans F avec dim E = m et dim F = n. Soient (ei)
et (e′i) deux bases de E et (fj) et (f ′j) deux bases de F . On pose :

A = M(f(ei), (fj)) et A′ = M(f, (e′i), (f
′
j))

P = M(idE , (e′i), (ei)) et Q = M(idE , (f ′i), (fi))

Considérons le diagramme :

E
(e′i)

idE−→ E
(ei)

f−→ F
(fi)

idF−→ F
(f ′i)

on a :

f = idE ◦ f ◦ idE

et matriciellement :

M(f, (e′i), (f
′
j)) = M(idE , (fi), (f ′i))M(f, (ei), (fj))M(idE , (e′i), (ei))

c'est à dire

A′ = Q−1AP
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Remarque

On peut trouver la relation entre A et A′ en utilisant uniquement des calculs sur les

matrices, on pose :

Y = AX, X = PX ′, Y = QY ′

donc

QY ′ = APX ′ =⇒ Y ′ = Q−1APX ′

d'où

A′ = Q−1AP

Dé�nition 2.3.1. On dit que deux matrices carrées A et B sont semblables s'il existe une

matrice carrée inversible P telle que : B = P−1AP

2.3.3 Rang d'une matrice

Dé�nition 2.3.2. Soit A une matrice de type (m,n), on appelle rang de la matrice A et

on note rg(A), le rang du système des ses vecteurs colonnes.

Exemple

Soit A =


2 3 7 2
3 6 18 4
−3 −2 −2 −2
4 5 7 3
2 9 7 1



rg(A) = rg(~a,~b,~c, ~d) avec ~a =


2
3
−3
4
2

 ,~b =


3
6
−2
5
9

 ,~c =


7
18
−2
7
7

 , ~d =


2
4
−2
3
1


Calculons rg(~a,~b,~c, ~d)

~a
2
3
−3
4
2



~b
3
6
−2
5
9


~c

7
18
−2
7
7



~d
2
4
−2
3
1

 −→
~a′=~a
2
3
−3
4
2



~b′=2~b−3~a
0
3
5
−2
12


~c′=2~c−7~a

0
15
17
−14
0



~d′=~d−~a
0
1
1
−1
−1


~a′′=~a

−→


2
3
−3
4
2



~b′′=~b′
0
3
5
−2
12


~c′′=−~c′+5~b′

0
0
8
4
60



~d′′=−3~d′+~b′
0
0
2
1
15

 −→

~a′′
2
3
−3
4
2



~b′′
0
3
5
−2
12


~c′′
0
0
8
4
60



~d′′′=4~d′′−~c′′
0
0
0
0
0


D'où :

rg(A) = rg(~a,~b,~c, ~d) = rg(~a′′,~b′′,~c′′) = 3
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Remarque

Les qautre vecteurs donnés sont liés par une relation que l'on obtient à partir de
~d′′′ = ~0. on a : 4~d′′−~c′′ = ~0 =⇒ 4(−3~d′+~b′)− (−~c′+5~b′) = −~b′+~c′−12~d′ = ~0

=⇒ −(2~b− 3~a) + 2~c− 7~a− 12(~d− ~a) = ~0
=⇒ 4~a−~b + ~c− 6~d = ~0

Théorème 2.3.2. Soit A une matrice de type (m,n) et f l'application linéaire de E dans

F , les trois nombres suivants sont égaux :

1) Rang de vecteurs colonnes.

2) Rang de vecteurs lignes.

3) Rang de f

Corollaire 2.3.1. Pour qu'une matrice carrée d'ordre n soit inversible il faut et il su�t

qu'elle soit de rang n.

Preuve

En e�et, cette matrice représente un endomorphisme f d'un espace vectoriel E, de

dimension n sur k et rg(f) = n = dimE entraîne que f est un automorphisme, c'est à dire

f est inversible.

2.4 Opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice

2.4.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.4.1. Soit A ∈Mn,p(k).On appelle opération élémentaire sur une matrice A
toute opération de l'un des types suivants :

� (O1) : addition à une ligne de A le produit par un scalaire d'une autre ligne de A.

� (O2) : produit d'une ligne de A par un scalaire non nul.

� (O3) : permutation de deux lignes de A.

Remarque

On pose A =


L1

L2

.

.
Ln

 ( les Li désignent les lignes de A

L'opération (O1) correspond à la transformation Li ←− Li + Lj (i 6= j).
L'opération (O2) corréspond à la transformation Li ←− λLj (λ ∈ k)
L'opération (O3) correspond à la pérmutation Li ←− Lj (i 6= j).

Proposition 2.4.1. Les opérations élémentaires sur une matrice conservent le rang.

Théorème 2.4.1. Soit A ∈ GLn(k). Alors il existe une d'opérations élémentaires sur les

lignes qui transforme A en la matrice unité In et cette même suite d'opérations élémentaires

sur les lignes transforme la matrice In en la matrice A−1.
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2.4.2 Exemples

1) A =
(

1 3
2 3

)
, rgA = 2, donc A est inversible.

L1

L2

[
1 3
2 3

] [
1 0
0 1

]

[
1 3
0 −3

]
L2 ←− L2 − 2L1

[
1 0
−2 1

]
[

1 0
0 −3

]
L1 ←− L1 + L2

[
−1 1
−2 1

]
[

1 0
0 1

]
L2 ←− −1

3 L2

[
−1 1
2
3

−1
3

]
donc A−1 =

(
−1 1
2
3

−1
3

)
2) A =

1 2 1
1 1 0
2 3 −3


 1 2 1

1 1 0
2 3 −3

  1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1 2 1

0 −1 −1
0 −1 −5

 L2 ←− L2 − L1

L3 ←− L3 − 2L1

 1 0 0
−1 1 0
−2 0 1


 1 2 1

0 −1 −1
0 0 −4

 L3 ←− L3 − L2

 1 0 0
−1 1 0
−1 −1 1


Remarque

La matrice à gauche est inversible donc A est inversible, on continue : 4 8 0
0 4 0
0 0 −4

 L1 ←− 4L1 + L3

L2 ←− −4L2 + L3

 3 −1 1
3 −5 1
−1 −1 1


 4 0 0

0 4 0
0 0 −4

 L1 ←− L1 − 2L2

 −3 9 −1
3 −5 1
−1 −1 1
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 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L1 ←− 1
4L1

L2 ←− 1
4L2

L3 ←− −1
4 L3

 −3
4

9
4

−1
4

3
4

−5
4

1
4

1
4

1
4

−1
4


d'où A−1 = 1

4

−3 9 −1
3 −5 1
1 1 −1


3) A =

1 2 −4
1 3 −6
0 −1 2


 1 2 −4

1 3 −6
0 −1 2

  1 0 0
0 1 0
0 0 1


 1 2 −4

0 1 −2
0 −1 2

 L2 ←− L2 − L1

 1 0 0
−1 1 0
0 0 1


 1 2 4

0 1 −2
0 −1 2

 L3 ←− L3 + L2

 1 0 0
−1 1 0
−1 1 1


rgA = 2 < 3, on s'arrête ici : la matrice A n'est pas inversible.

• • • • • • • • ••
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Chapitre 3

Systèmes linéaires

Contents

3.1 Généralités et dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Intérprétation d'un système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.3 Transformations élémentaires d'un système . . . . . . . . . . . . 28

3.4 Résolution d'un système linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.1 Généralités et dé�nitions

Dé�nition 3.1.1. Un système (S) de m équations linéaires à ceo�cients dans k à n
inconnues x1, x2, ..., xn est la donnée des équations suivantes :

(S′) =



a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

.

.

.
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

· ai1x1 + ai2x2 + ... + ai1nxn = bi, i = 1, 2, ...,m est la ieme équation du système, on

la note Li, dans cette équation, les aij sont les coe�cients des inconnues xj et bi est le

coe�cient du second membre.

· Lorsque tous les bi sont nuls le système est dit homogéne.
· On appelle solution du système (S) tout n-uplet, d'éléments de k, (c1, c2, ..., cn) qui

véri�é les m équations du système.

· Le système (S) est déterminé par la matrice :

M =


a11 a12 . . a1n b1

a21 a22 . . a2n b2

. . . . . .

. . . . . .
am1 am2 . . amn bm


appelée matrice complète du système.
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3.2 Intérprétation d'un système

3.2.1 Interprétation vectoreille

Le système précédent (S) étant donné, considérons les vecteurs de kn dé�nis par :

~aj = (a1j , a2j , ..., amj), j = 1, 2, ..., n et ~b = (b1, b2, ..., bm)

le système (S) est alors équivalent à l'équation vectorielle (S1) suivante :

(S1) : x1~a1 + x2~a2 + ... + xn~an = ~b

Théorème 3.2.1. Tout système (S) de m équations linéaires à n inconnues est équivalent

à une éqaution de la forme x1~a1 +x2~a2 + ...+xn~an = ~b où ~a1,~a2, ...,~an,~b sont des vecteurs

donnés de km. De plus la condition ~b ∈ V ect(~a1,~a2, ...,~an) est une condition nécessiare

et su�sante pour que (S) admet au moins une solution. Cette condition étant véri�ée,

(S) admet une seule solution si et seulement si la famille ~a1,~a2, ...,~an est libre, plus d'une

solution si elle est liée.

3.2.2 Interprétation à l'aide d'une application linéaire

Le système précédent (S) étant donné.
Notons (ei)1≤i≤n et (εj)1≤j≤m respectivement les bases canoniques de kn et km, dé�-

nissons l'application linéaire ϕ ∈ L(kn, km) par :

ϕ(ei) =
j=m∑
j=0

ajiεj = (a1i, a2i, ..., ami)

(la colonne des coe�cients de l'inconnue xi)

Le système (S) est équivalent à l'équation :

(S2) : ϕ(x) = b

où x = (x1, x2, ..., xn) ∈ kn et b = (b1, b2, ..., bm) ∈ km

Théorème 3.2.2. Tout système (S) de m équations linéaires à n inconnues est équivalent

à une éqaution de la forme ϕ(x) = b où ϕ est une application linéaire de kn dans km, de plus
la condition b ∈ Imϕ est une condition nécessiare et su�sante pour que (S) admet au moins

une solution. Cette condition étant véri�ée, l'ensemble des solutions de (S) s'obtient en

ajoutant à l'une d'elles les vecteurs de ker ϕ, c'est à dire les solutions du système homogène

associé à (S).

Exercice

Soit m ∈ R. Montrer que le système (S) admet une solution unique si et seulement si

m est di�érent de −1

(S) =


x + 2y + z = 0

x + z = 0
−x + y + mz = 1
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3.3 Transformations élémentaires d'un système

Dé�nition 3.3.1. Deux systèmes sont dits équivalents s'ils ont même ensemble de solutions

Soit λ ∈ k.
Le système précédent (S) étant donné.
Considérons deux équations Li et Lj (i 6= j) du système (S), Lj + λLi est l'équation

dé�nie par :

(aj1 + λai1)x1 + (aj2 + λai2)x2 + ... + (ajn + λain)xn = bj + λbi

On considére alors les transformations suivantes :

· Permutation de deux équations Li ←→ Lj

Pour i 6= j, Li ←→ Lj signi�e que l'on permute la ieme équation et la jeme équation

du système. Il est immédiat que le second système est équivalent au premier.

· Transformation Lj → Lj + λLi

Pour i 6= j, Lj → Lj + λLi signi�e que l'on remplace la jeme équation du système par

Lj → Lj + λLi

Comme les systèmes {
Li

Lj
et

{
Li

Lj + λLj

sont équivalents, alors si dans un système on remplace la jeme équation du système par

l'équation Lj + λLi on obtient un système équivalent au premier.

3.4 Résolution d'un système linéaire

Notons que le système (S) peut s'écrire sous la forme matricielle suivante :

(S3) : Ax = b

où

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ kn, b = (b1, b2, ..., bm) ∈ km, A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n ∈Mm,n(k)

3.4.1 Méthode de pivot de Gauss

Elle consiste en une seule suite �nie de transformation élémentaires qui vont associer

au système (S) un système (S′) équivalent dont la résolution est immediate. Supposons

a11 6= 0 dans le système (S), la méthode consiste dans une première étape à e�ectuer les

transformations élémentaires :

L2 → L2 −
a21

a11
L1, L3 → L3 −

a31

a11
L1, ..., Lm → Lm −

am1

a11
L1

de manière a obtenir un système (S′) de matrice complète :

M ′ =


a11 a12 . . a1n b1

0 a′22 . . a′2n b′2
0 a′32 . . a′3n b′3
. . . . . .
0 a′m2 . . a′mn b′m


dans cette première série de transformations, le coe�cient non nul a11 s'appelle le pivot.
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Remarque

· Si a11 = 0 et si ai01 6= 0 on commence par e�ectuer la transformation élémentaire

L1 ←→ Li0 .
· Si tous les ai1 sont nuls, l'inconnue x1 peut prendre toutes les valeurs de k et le système

(S) se reduit en fait à un système de m équations linéaires à n− 1 inconnues x2, x3, ..., xn.
Ayant obtenue la matrice M ′, on choisit un second pivot pour le système de m − 1

équations à n− 1 inconnues :

(S′) =



a′22x1 + a′23x2 + ... + a′2nxn = b′2
a′32x1 + a′33x2 + ... + a′3nxn = b′3

.

.

.
a′m2x1 + a′m3x2 + ... + a′mnxn = b′m

Si a′22 6= 0 , on e�ectuer les transformations élémentaires :

L′3 → L′3 −
a′32

a′22

L′2, L
′
4 → L′4 −

a′42
a′22

L′2, ..., L
′
m → L′m −

a′m2

a′22
L′2

et on itére ainsi le procédé.

Remarques

· Si on obtient une équation de la forme 0x1 + 0x2 + ... + 0xn = b où b 6= 0, le système

n'a pas de solutions. On arrête alors le processus.

· Si on obtient une équation de la forme 0x1 + 0x2 + ... + 0xn = 0, en la supprimant,

on obtient évidement un système équivalent.

Conclusion

Après au plus m−1 itérations et par elimination des lignes où tous les coe�cients sont

nuls, on se ramène soit à un système impossible (système contenant une équation de la

forme

0x1 + 0x2 + ... + 0xn = b où (b 6= 0);

soit à un système (S′) de r équations à n inconnues (r ≤ n, r ≤ m) équivalent à (S).

3.4.2 Résolution du système (S ′)

Puisque r = rgA ≤ n, dans la résolution des r équations de (S), deux cas présentent :

1cas : r = n
Toutes les inconnues x1, x2, ..., xn sont principales et le système (S′) est de la forme :

(S′) =



a12x1 + a13x2 + ... + a1nxn = b1

+a′22x2 + ... + a′2nxn = b′2
.
.
.

a′mnxn = b′m
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où les coe�cients a11, a
′
22, a

′
33, ..., a

′
nn sont non nuls. (S′) est un système triangulaire. Il

est immediat que (S′) et donc (S) posséde une solution unique.

2cas : r < n
Il existe alors n− r inconnues secondaires. Si l'on donne à ces inconnues secondaires

des valeurs arbitraires, les inconnues principales sont alors déterminiés par les équations

de (S′).
Le système (S′) et par conséquent le système (S) possède une in�nité de solutions.

Théorème 3.4.1. Si rgA = r = n le système (S′) admet une solution unique donnée par :
xn = b′n

a′nn
= xr

xk =
b′k−

nP

j=k+1
a′kjxj

a′kk
, k = n− 1, ..., 2, 1

avec b′1 = b1

Sinon le système (S′) admet une in�nité de solutions :
xr = b′r

a′rr
=

b′r−
nP

k=r+1
a′rkxk

a′kk

xk =
bk−

nP

j=k+1
a′kjxj

a′kk

avec (xr+1, ..., xn) ∈ kn−r

Exemples

1) Soit le système (S) :

(S) :


x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1

x1 − x3 − x4 = 1
−x1 + x2 + x3 + 2x4 = m

Le système (S) a pour matrice compléte associée :

L1

L2

L3

 1 2 −1 1 1
1 0 −1 −1 1
−1 1 1 2 m

 −→ L1 = L′1
L2 → L2 − L1 = L′2
L3 → L3 + L1 = L′3

 1 2 −1 1 1
0 −2 0 −2 0
0 3 0 3 m + 1



−→
L′1 = L′′1
L′2 = L′′2

L′3 → L′3 − 3
−2L′2 = L′′3

 1 2 −1 1 1
0 −2 0 −2 0
0 0 0 0 m + 1


donc le système (S) admet pour système équivalent le système (S′) suivant :

(S′) :


x1 + 2x2 − x3 + x4 = 1
−2x2 − 2x4 = 0

0 = m + 1

donc le système (S′) admet des solutions si et seulement si m = −1 et dans ce les

inconnues x1, x2 sont principales et x3, x4 sont les inconnues secondaires
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L'ensemble de solutions de (S) est alors donné par :{
x1 = 1 + x3 + x4

x2 = −x4
(x3, x4) ∈ R2

2) Soit le système (S) :

(S) :


x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = a

2x1 − 5x2 + x3 − 2x4 + 2x3 = b
3x1 − 2x1 − x3 + x4 − 2x5 = c
2x1 + x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = d

Le système (S) a pour matrice compléte associée :

L1

L2

L3

L4


1 −2 1 −1 1 a
2 −5 1 −2 2 b
3 −2 −1 1 −2 c
2 1 −1 2 −3 d



−→

L1 = L′1
L2 → L2 − 2L1 = L′2
L3 → L3 − 3L1 = L′3
L4 → L4 − 2L1 = L′4


1 −2 1 −1 1 a
0 −1 −1 0 0 b′ = b− 2a
0 4 −4 4 −5 c′ = c− 3a
0 5 −3 4 −5 d′ = d− 2a



−→

L′1 = L′′1
L′2 = L′′2

L′3 → L′3 + 4L′2 = L′′3
L′4 → L′4 + 5L′2 = L′′4


1 −2 1 −1 1 a
0 −1 −1 0 0 b′ = b− 2a
0 0 −8 4 −5 c′′ = c′ + 4b′

0 0 −8 4 −5 d′′ = d′ + 5b′



−→

L′′1 = L′′′1
L′′2 = L′′′2
L′′3 = L′′′3

L′′4 → L′′4 − L′′3 = L′′′4


1 −2 1 −1 1 a
0 −1 −1 0 0 b′ = b− 2a
0 0 −8 4 −5 c′′ = c′ + 4b′

0 0 0 0 0 d′′′ = d′′ − c′′


le système (S) admet alors pour système équivalent le système (S′) dé�nit par :

(S′) :


x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = a

−x2 − x3 = b′

−8x3 + 4x4 − 5x5 = c′′

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 = d′′′

1◦cas : Si d′′′ 6= 0, alors on a un système impossible (S = ∅)

2◦cas : Si d′′′ = 0, c'est à dire d + b − c − a = 0, alors on a trois pivots non nuls, les

inconnues x1, x2, x3 sont les inconnues principales et x4, x5 sont les inconnues secondaires.

L'ensemble des solutions de (S′) et par conséquent de (S) est alors donné par :
x3 = −1

8 (c′′ − 4x4 + 5x5)
x2 = −b′ − x3

x1 = a + 2x2 − x3 + x4 − x5

31



c'est à dire 
x3 = −1

8 c′′ + 1
2x4 − 5

8x5

x2 = −b′ − 1
8c′′ − 1

2x4 + 5
8x5

x1 = a− 2b′ + 3
8c′′ − 1

2x4 + 7
8x5

(x4, x5) ∈ R2

• • • • • • • • ••
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