CNC-Maroc 2001—Epreuve de math I : Corrigé
Par M.Taibi professeur en MP* a Rabat

Partie I

Soit n € 7, I’application (x,f) — cos(zsin(f) — nf) est continue et bornée sur R x [0, 7], donc J, est bien
définie et bornée sur R.

Soit n € Z. Effectuer le chgt de variable affine u = 7 — @ dans I'intégrale définissant J_,, , pour obtenir :
1 o .
J_p(z) = — fo cos(zsin(m — u) — n(r — u))d0 = (—1)"J, ().
T
Soit n € Z, ’application (z, ) — cos(zsin(f) — nd) est C'* sur R x [0, 71]. Par le théoréme de dérivation sous

le signe intégrale, .J,, est de classe C*° et pour tout p € N|
J(p)(x) = % ead (cos(zsin(f) — nd))do = %foﬂ sin® (0) cos(x sin(0) — nf + p%)do

En posant
g:(0) = —x%sin?(0) cos(z sin(0) — nd) — 2 sin(0) sin(x sin(d) — no)
+(2? — nz) cos(x sin(0) — nb)
= zsin(0) sin(nf — xsin(0)) + 2% cos?(0) — n?) cos(z sin(f) — nd)
o = % ((w cos(0) + n) sin(x sin(@) — nd))

Pa(e) + e (@) + (@ = ) ale) =L [Tg0)d0 ]
= ([)(x cos(f) + n) sin(z sin(0) — nd)],

Cours : Equation différentielle lineaire, sans second membre, du 2°¢ ordre, résolue en y" sur I = R% , donc
’espace des solutions sur R est de dimension 2.

Partie 11

Lemme de Granwall :

Fixons y € R} et posons w(x) = (fyx u(t)v(t)dt) exp (f v(t )dt) pour x >0

(a) Si F désigne une primitive de I'application continue sur % : f : & = u(z)v(x), et V celle de I'ap-
plication v, alors w(z) = (F(x) — F(y)) exp (V(x) — V(y)) qui est dérivable sur R} comme composée
d’applications dérivables ( elle est méme C).

Ona w'(zx) = %w(r)

= u(x)v(z) exp (/yx v(t)dt) + (fyx (t)v(t )dt) < €Xp (fyx v(t)dt)

iexp v(t )dt)

(u yx u ( )dt) exp (f v(t )dt)

_ / u(tyo(t)dt + [ u(tyo(t)dt | exp (f7 o(t)d)

IN
Q

exp ( )dt) car u(x)— f;oo uB)v(t)dt < A
D’ou

Vs eRL ,  w'(s) < a(y)d% exp (/ys v(t)dt)

(b) Soit x €]0, y], par intégration de I'inégalité precedente sur [z, y], on obtient :
(

w(y) - wiz) < aly) [1 - exp(f7 o(t)dt)] = exp (fy ) a(y) exp <fy )dt) — a(y)]
Or w(y) = 0, donc —w(x)exp (fyx v(t)dt) < p( )dt) — a(y), soit encore afy) —
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w(x) exp (fyx v(t)dt) < aly) exp (fxy v(t)dt)

En utilisant I’expression de w(z), on a :

a(y) — w(z) exp fv(t)dt =a(y) + ju(t)v(t)dt
+oo
=oa(y) — / w+ [ uv=az)
+

et par suite :
y
u(z) < a(zr) < a(y)exp (/ v(t)dt) avec O0<z<uy.

Faisons tendre y vers +o0o, dans I'inégalité précédente en tenant compte de lil_rl_n aly) = A, il vient :

y—r+oo
+ oo
Ve >0, wu(z) << Aexp (/ v(t)dt)

2- Autour de 'equation différentielle F, : ¢/ + (14+p)y=0

(a) Résolution de Fy : équation différentielle linéaire & ceefficients constants, son équation caractéristique
est 2 + 1 = 0. Donc les solutions réelles sont de la forme y = Acos(x) + Bsin(z) ot A, B sont des
constantes réelles.

(b) La méthode de variations des constantes permet de conclure : posons y(x) = A(x) cos(z) + u(x)sin(x)
ol A, pt sont au moins de calsse C1.

y est solution de I’equation proposée ssi { /l’/\c/o;(n() ;—ﬂ:il(gs() )::0 _ ssi
, | 0 sin(x) ‘ _ .
AN = = —pfsin(x) © ©
ﬁofs (;)OS(““’)O Avec M) = — [ p(t) f(t) sin(t)dt et p(x) = [ p(t) f(t) cos(t)dt.
W= sin(e) pr | TP ' '

Les solutions de I’équation différentielle avec second membre sont de la forme :

y(r) = Acos(z)+ Bsin(x) + /l(x) cos(x) + p(x) sin(x)
= Acos(z) + Bsin(z) + {f(t)(—p(t) sin(t) cos(z) + p(t) cos(t) sin(z))dt

kp(”x,t)

(c) z est solution de F, ssi z vérifie 2" + 2 = —pz. Comme en b) on obient z(z) = Acos(z) + Bsin(z) +

xr

[ 2()ky (2, t)dt avec ...
b
3- Soit n € Z.

. JIn . . . .
(a) Soit ¢ € C*(R** IR) tel que I, = — est solution d’une équation différentielle de type (F}, ), on alors :
J=q¢I,+ q[r’l, JI=4q"1, +2¢'I, + qI!/ et puis :
0 =(z*—n )J —I—xJ’ + 22 J!
= ((J:Z —n?)g+xq + xzq”) I, + (J:q + 21‘2(]’) IL+22qIl (%)

) . s . . rq+ 2% = 1 . .
L’équation différentielle (x#) est type Fp, ssi 2> 0 et ¢(x) = 7 est une solution qui
convient et dans ce cas p,(z) = —@ — 21? + é\x/?’_ qui est définie et continue sur RY .

(b) .On rappelle k,, (z,t) = —p,(t)sin(t)cos(z) + p,(t) cos(t)sin(z)
= —pn(t)(sin(z — 1).
In:‘]q—" %c r |Jy| < 1, donc

|L, () kp, (2,1)] < \/_ lpn ()] = O(tL%) et comme 'application ¢ — I, (t)k,, (z,t) est continue sur [1, +00],
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son intégrabilité sur [1, +oo[ en résulte.
L’expression de k,, (2,t) montre que z — fl I, (t)kp, (x,t)dt est une combinaison linéaire des fonctions
cos(x) et sin(z).
(c) I, Veriﬁe sur R : [} + I, = —pn I, donc d’aprés 2.¢) I, est de la forme : I, (x) = Acos(x) + Bsin(x) +
[ Ln(Okp, (z,t)dt  ici b=1
+ oo + oo

Or f]n Okp, (x,t)dt = [ — [ = acos(z) + Bsin(x) — f;oo avec « et § des constantes réelles (voir
1 1 T
question 3.b) ).Donc I,(x) = Ccos(z) + Dsin(z f L,(t)kp, (x,t)dt avec C, D des réelles qui ne

dépendent -a priori- que de n
too Inégalité triangulaire
(d) |In(z)] <|C|+ D]+ f L, (t)kp, (z,t)|dt  qui résulte de intérale et valeur absolue
expression de K, (z,1)

<O+ D]+ f [ (8)] [pn (8)] dt
Par le lemme de Granwall (voir question 1. b)
[T, (z)| < M exp( f |pn ()] dt < M exp( f |pn ()| dt) ou M = |C|+ |D| et de plus C' = D = 0, on a

M =0 et puis [, = 0 sur R7, 1mp0881b1e car J, est non nulle.
Remarque : on peut démontrer que [, est bornée sans utiliser le lemme de Granwall.

(e) Par transformation trigonométrique ,on a :

+
Jo(x) =ql, = ﬁ (Acos(z) + Bsin(x f (z,t)dt
:\/—(A cos(z + Bn)) -7 f I, (t)ky, (x,t)dt.
+oo
ﬁ ;f L ()kp, (z,t)dt f |7 ()] |kp,, (2, 8)| dt < \/—f |pn(2)] dt. ot e est un majorant de |1, ].
+oo

L’expression de p, montre que [ |p, ()| dt < xc\t/"l + 3%35 e O(372)

xr

Dot J,(z) = -= (A, cos(z + Br)) + O( 3/2) au voisinage de +oo.

7
Partie ITI
Ici n € N.
1- Quelques propriétés de J,.
(a) Pour (m, k) € N*? on a :
I = JEED0) = £ s 0) cos((m = 16+ (k= )3)as
%jsm 0) cos((m + 1)0 + (k — 1) % )do
=1 fﬂ 0) (2sin(0m) sin(§mk)—2 cos(0m) cos(ink)) do
0
= %fﬂ 0) (cos(0m + Snk)) do
0
= Ju’(0)

(b) Soitn >0et k€ {0,....,n—1},0ona:
T(LO)(O) = J,(0) = %foﬂ cos(nf)do = % [—% sin(nﬁ)]g =0
supposons que JX(0) = 0 pour tout k € [0,n — 2], on a alors :
250(0) = IV (0) - 7550 = 0

(c) Calcul de Jr(l )(0) :
227(0) = 7,2537(0) = 2757 0) = 5V (0). don 27 0) = (5)" 1V )

n—
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O J1(0) = 5 (Jo(0) = J2(0)) (relation de 3.1.a), done J{(0) = § (1 —0) = . Dot finalement T (0) =
(3)"
(d) La formule de taylo-young & ’ordre n autour de 0,donne :
Jo(z) = > %Jrgk)(O)xk +o(x") = ; T+ o(z™) car JT(Lk)(O) = 0 pour tout k < n.
k=0 n.
Ceci montre bien que Jy, () est de signe de 2ﬁ—2, sur un voisinage pointé en 0, d’ou ’existence de a > 0
telle que J,, est strictement positive sur ]0, a].

2- C’est du cours : (voir aussi 3-)

3- Jn solution non nulle sur ]0,a] de (E,) & ¢y = Ji est solution de I’équation différentielle : 2" =

2n+1
x

9 )
—+ 1/%(1‘)) z =0, avec ¥ (z) = ?n — 25258

!
(2 jzgg + %) PN %qbf est solution de (g,,) : 2/ = (

(a) La solution générale de I’équation différentielle (g,) est de la forme : z(z) =

Aexp( [ (— Qn:_ ! + 1/)n(t)) dt) ol A € R | soit z(z) = Ay gy exp([L ¥ (t)dt) ot A, € R,

(a4

(b) Pour n € N*, prenons A, = L Jnla) alors yn(2) = Jo(2)¢y, (x) est une solution de (E,) telle

T 3mpl T an

(a4 7 1 (a4 7
e = — b st 2 exp([ G (1) = ——5g (146 (), avee G () = g 2202 exp([ o (1)dt)— 1,

n
(a4
(a4

Vu Pexpression de ¢, ['application ¢ est définie et continue sur |0, «] . De plus par J,(x) = 2?;;“ +a"0(1)

z n 2 n 2
au voisinage de 0 et exp( [ ¢, (t)dt) = ( i )) . ( a )) ,on a bien lim ((x) =0.

JIn (z Jn (a e—0+
Pour n =0, avec A\g = —ﬁ e calcul direct donne le résultat.
d e 1

(c) Pour n =10, on a % = —xl—ljo(oz) exp( [ o(t)dt) = - done ¢y, (z) = —In(z) + ¢ olt ¢ est un réel et

puis yo(x) = Jo(x) (ln(%) + c) —(>)+ +oo car Jy(0) = 1.

T

d) P N* doy, _ ! 1 li =0 it le dével 6
(d) Pour n € N*, e = _W( + ¢a(2)), avec Jim, ¢n(2) = 0, on reconnait le développemen aiymp—

totique de d‘fl% qui s’intégre car ¢ est prologeable par continuité sur [0,a]. D’ou ¢,,(z) = S

ne
1 : _ 1 1 Jpx) 1
ﬁo(l).... et puis y, (z) = Jn () g5z7 + Jn(x) 2w 0(1). Mais prani ey donc yn (#) x_;)ﬁ +00.

5- Sur R%, le thm de Cauchy-lipschitz s’applique, soit alors N, une solution sur R de (£y,) telle que N, (§) =

yn(5) et N'(3) =y (5).
Ny, et y, coincident sur 10, a], donc lim N,(z) = lim y,(x) = +oc.
r—0+ r—0+

6- Sur RY, 'ensemble des solutions Sy (E,) de I'équation différentielle (£, ) est un espace vectoriel de dimension
deux, engendré par (J,, , Ny,). Donc toute solution y de (£, ) sur R} est de la forme : y(x) = AJ, (x)+ BN, (x)
ou A, B sont des constantes réelles.

Comme J,, est bornée, alors y est bornée ssi B = 0. (en prenant y = 0,ceci permet aussi de monter que la
famille (J,,, Ny,) est libre). D’oti V' ensemble des solutions bornées de (£}, ) sur RY est un sous-espace vectoriel
de Si(F,) de dimension 1 engendré par J,.

Partie IV

Remarquons d’abord que :
la fonction f est continue, de classe C'' par morceaux et paire
- la fonction g est continue, impaire et de classe C'! sur R.

1- Our tout n € N, a,(g) = 0 car g est une fonction impaire
de méme pour tout n € N*, b,(f) = 0 car f est paire
Par les relations liants les coefficients de Fourier trigonométriques et les coef. exponentiels et parités des
fonctions f est ¢, on a :
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an(f)ZQCn(f) 5 R N FIREN A
{ ba(g) = 2icn(g) D’autre part on a : ¢, (¢9') = —ine,(g), ol an(g’) = —nbn(g).

1
Mais ¢' = f — 1, donc an(¢') = an(f) —/0 cos(2nmt)dt car w = ZT” =7 et puis an(g') = an(f). par ce qui

—— —
:0

précéde an(f) = an(g’) = —nbp(g).
2- Pour z =0, f; cos(6)df = [sin(0)]]

Pour = # 0, EJI"cos(ar:sin( Jcos(€)df = %bfc zsin(#))d(xsin(0))
=  [sin( sin(2))];

0.

(a) Montrons que Ve € R, Jy(z) = —xfo cos(xt)vV1 — t2dt

Avec la transformatlon cos(x smET 0) — ) = cos(x sin(0)) cos(#) + sin(z sin(@)) sin(#) on a :

Ji(x) = cos(xsin(f) — 0)dd

Y.

e L

(cos(z sin(f)) cos(#) + sin(z sin(f)) sin(F)) df

N | = A=

/07T cos(x sin(6)) cos(#)do + % foﬂ sin(z sin(0)) sin(#)df

:0
/2

== f sin( sin(6)) sin(0)d0 + = fn/z sin(z sin(0)) sin(#)df

Faisons le cht de variable t = m — #, dans la seconde intégrale, il vient :

Ji(z) = ; 077/2 sin(z sin(t)) sin(¢)dt

9 .
Puis par le chgt de variable u = cos(?), on obtient : J;(z) = — 01 %du
T —U

Et enfin par une intégartion par parties { U= a:‘/s,lln_(—x;) , on aboutit & :
Te Ji(x) = [ UdV =[UV]'Z) - fo VdU
= [a:sm( u)v1—u?| _ 0—|—f0 cos(xu)v/1 — u?du
= folcos (zu)V1 — u?du

Finalement
2 1
Ji(z) = _a:/ cos(zu)V/'1 — u?du
T Jo
(b) Soit n € N* on a : a,(f) = 2f0 ) cos(2nmt)dt = 2f0 cos(2nmt)/1 — t2dt = 57— J1(2nm)
D’ou

an(f) = %Jl(Qnﬂ')

4- Convergence uniforme de la série de Fourier de f

a) D’aprés 11-3-c) |, pour n assez grand : Ji(2n7) = —Asin(2n7 + 1) + O —7z) = £ 4 0(-5) avec
& Jann =) = = 37

K = 2580 Dot a,(f) = gk (20m) = S +0() = 0(:47)
(b) Par a,(f) = O(=7) , le terme général de la série de Fourier de f vérifie |a, (f) cos(nmt)| < |an (f)] <
Cte

7 il y’a convergence normale (donc uniforme) de la série de fourier de f sur R.
n

(a) Voir la remarque ci-dessus...

(b) Résultats du cours (thm de Direchlet de convegence normale des séries de fourier)

6- Sous les hypothéses  f est continue sur R
f est de classe C'' par morceaux sur R
f est a points de discontinuités réguliers
la conclusion en résulte.
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Partie V

1- Comme Jy est bornée sur R, et { = ¢! est intégrable sur R, pour tout p > 0, alors I’application continue
t — Jo(t)e P! est intégrable sur Ry pour tout p > 0.

2- Les inégalités de 5.2) sont immédiates car les fonctions facteur de e™?* sont majorées en valeur absolue par 1

3- Pour p > 0 fixé, et @ > 0, 0n a :

—pt [ —pt — —pt e P
ertar = fanttera = | et < 52 o
+o00
D’ou hm fJo ye~Ptdt = [ Jo(t)e Ptdt. Mais
a—>' OOO 0

[ Jo(t)e Prdt = %f (f e Pt cos(x sin(ﬁ)d@) dr e %f (f e Pt cos(x sin(@)dt) do
0 \0 0 \0

0
Or |if ( [ e7Ptcos(wsin(f)dt | dd — L [ (fe pt cos(xsm(ﬁ)dt) d@‘
0 0

T + oo
:% f f e ptcos (@ sin( dt) d@‘
% b
<[ [ et cos(xsm(ﬁ)dt‘ de
0 a
—ap
< ‘ - 0
P a— 400

De ces résultas on déduit que :

T + oo
VpeR:, F(p) = l/ (/ e P cos(x sin(@)dt) de
0 0

T

4- Ecrivons P! cos(tsin(f)) = N(e~Pteltsn0))) = R(et(=r+isin(®)) alors
+Oo £4 .
[ ePtcos(tsin(f))dt = R( lim [ et(=pti sm(‘g))dt)
0 r—4co 0

ke t=x
t(—p4isin(8)) g4 — [ 1 t(—p+isin(9))}
Comme 6[6 dt )¢ o
- ( 2 +_]~) 29 i iln.gzg) (er(mptism(®) 1)
. p? + sin p? +sin
et que hI_El ev(=ptisin(f)) — ln_lr_l |e p+251n(9))| = hI_El e = 0 car p > 0, on a alors :
r—+o0 r—+o0 T—r+00
+oo
—pt : — sin _ P
bf et COS(tSlH(Q))dt - §R(p 24sin? 6 +Zp +s1n2€) - pz +Sin29.
r /2
P chgt de var <n/2—6 P
Par —————df = —————dfon a:
W“/’; p? +sin” 0 bf p? +sin® g
17 P
F =—[——--df
(p) Ty p?+sin?é
177/2 1 7
S (e " N N —
T 5 p*+sintd T 79 P? +sin” 0
2 7T/2
S e —T
T 5 p?+sin d
/2

Pour le calcul de 'intégrale [ df on fait le cht de variable u = tan(f), alors
0

P
p2+sin? ¢
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P =T P d
2 12 - f 2 u? o 4
o p?+sin“d o (p —|—1+u2)(1—|—u)
+00 p d
= Uu
T
. arctan(M)
= lim ——2—=
x—>+001 P2+l

T
21/p2+1

1

= ——— pour tout p > 0
)=

Finalement F'(p

TM Juin 2001
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