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Complements d’algèbre linéaire
PROF : M.TARQI- Série n◦7

Exercice 1

On considère un entier naturel n non nul et une application h continue de R dans R. On
suppose de plus h non constante.
Pour tout élément k de [[0, n]], on définit l’application

fk : R −→ R

x 7−→ fk(x) = (h(x))k.
Montrer que la famille S = ( f0, f1, ..., fn) est une famille libre de l’espace vectoriel des
applications de R dans R.

Exercice 2

On considère un entier n non nul et on note E l’ensemble des polynômes de degré inférieure
ou égal à n. Pour tout k ∈ [[0, n]], on définit le polynôme Pk = Xk(X− 1)n−k.

1. Montrer que la famille B = (P0, P1, ..., Pn) est une base de E.

2. Déterminer les coordonnées dans cette base des polynômes P = 1 et Q =

(
X− 1

2

)n
.

Exercice 3

Soit n ∈N∗. On note E l’espace vectoriel des polynômes de R[X] de degré inférieur ou égal
à n et on considère l’ensemble

F = {P ∈ E/P(1) = 0}.
1. Montrer que l’application ϕ de E dans R qui à tout polynôme P associe P(1) est linéaire.

En déduire que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Déterminer la dimension et donner une base de F.

Exercice 4

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, (e1, e2, e3) une base de E. Soient f ∗1 , f ∗2 et f ∗3 les
formes linéaires sur E définies par :

f ∗1 = 2e∗1 + e∗2 + e∗3 , f ∗2 = −e∗1 + 2e∗3 , f ∗3 = e∗1 + 3e∗2 .

Montrer que ( f ∗1 , f ∗2 , f ∗3 ) est une base de E∗ et déterminer la base ( f1, f2, f3) de E dont elle
est la base duale.

Exercice 5

Soit E = R3[X]. On considère la famille F = f0, f1, f2, f3 d’éléments de E∗ définis, pour
j = 0, ..., 3, par

∀P ∈ E, f j(P) = P(j).

1. Montrer que la famille F est une base de E∗.

2. Déterminer la base B de E dont F est la base duale.

Exercice 6

Soit E = Rn[X] muni de la base B = 1, X, ..., Xn. Pour tout i de {0, ..., n}, on définit une
forme linéaire fi sur E par

∀j ∈ {0, ..., n}, fi(X j) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

1. Démontrer que ( f0, ..., fn) est une base de E∗.

2. On considère les deux éléments ϕ et φ de E∗ définis par, pour tout P ∈ E, ϕ(P) = P(1)
et φ(P) = P′(0). Déterminer les coordonnées de chacune des formes ϕ et φ dans la
base ( f0, ..., fn).

Exercice 7

Soit n ∈N∗ et soit la matrice

M =



1 1 1 · · · 1
0 {1

1 {1
2 · · · {1

n
0 0 {2

2 · · · {2
n

...
...

...
. . .

...

0 0 0
. . . {n

n


∈Mn+1(R).

On associant à M un endomorphisme, montrer que M est inversible et calculer M−1.
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Exercice 8

Soient A et B deux éléments de Mn(R). Montrer que si A et B sont semblables dans Mn(C),
elles le sont dans Mn(R).

Exercice 9

1. a. Soit f ∈Mn(K)∗ une forme linéaire sur Mn(K). Montrer qu’il existe A ∈Mn(K)
telle que pour tout X ∈Mn(K), f (X) = Tr(AX).

b. En déduire que tout hyperplan de Mn(K) contient une matrice inversible.

2. Déterminer les éléments f ∈ Mn(K)∗ tels que pour tout X, Y ∈ Mn(K), f (XY) =
f (YX).

Exercice 10

1. Dans un espace de dimension finie, pourquoi le rang d’un projecteur est-il égal à sa
trace?

2. Soit A ∈Mn(K) vérifiant Aq = In. Montrer dim ker(A− In) =
1
q

q−1

∑
k=0

Tr(Ak).

Exercice 11

Soit H ∈Mn(C) une matrice de rang 1.

1. Montrer qu’il existe des matrices U, V ∈Mn,1(K) telles que H = UtV.

2. En déduire H2 = Tr(H)H.

3. On suppose Tr(H) 6= −1. Montrer que In + H est inversible et (In + H)−1 =

In −
1

1 + Tr(H)
H.

4. Soient A ∈ GLn(K) telle que Tr(HA− 1) 6= −1. Montrer que A + H est inversible et

(A + H)−1 = A−1 − 1
1 + Tr(HA−1)

A−1HA−1

Exercice 12

Une transvection d’un espace vectoriel E est une application f : E −→ E de la forme
x 7−→ x + γ(x)u

où u est un vecteur donné non nul de E et γ est une forme linéaire sur E telle que γ(u) = 0.

1. Démontrer que toute transvection f de E est un endomorphisme vérifiant :
( f − idE) ◦ ( f − idE) = 0.

2. Réciproquement, soit g un endomorphisme de E vérifiant :
(∗) (g− idE) ◦ (g− idE) = 0.

a. Vérifier que l’on a : Im(g− idE) ⊂ ker(g− idE).

b. Démontrer dans le cas dim(E) = 2 ou 3, on a forcément : g = idE ou
dim(Im(g− idE)) = 1.

c. Déduire que si dim E = 2 ou 3 alors g est une transvection.

d. Dans le cas où dim E ≥ 4, définir un endomorphisme g vérifiant (∗) et qui n’est
pas une tranvection.

• • • • • • • • ••
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