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SERIE n°21

Espace préhilbertiens réels

Exercice 1

Année scolaire 05/06

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de classe C! sur [0,1].
Montrer que l'application de E? dans R définie par :

(1) = FO@ + [ f (g (e
est un produit scalaire.

Exercice 2

Montrer que :

Y(x1,x2,...,%0) € R,
(X1 4+ %2 4 ot 210)2 < 1(22 + 22 4o+ 22).

Dans quel cas a-t-on 1'égalité?

Exercice 3

IR® est muni de son produit scalaire canonique. Orthonor-
maliser la base :

uy = (1,1,0); up = (1,0,1); uz = (0,1,1).

Exercice 4

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace
euclidien E. Montrer que

(F+G)* =F*NGtet(FNG): =F++G*.

Exercice 5
On muni 'espace vectoriel R, [X] du produit scalaire défini
par:

(#l0) =1 [ P

Soit (Py, Py, ..., Py) 1a base orthonormalisée de la base cano-
nique (1, X,%, ..., X". Pour tout k € [0, 7], on pose :

1
Ly = ——=PF.
SRV T
( ces polyndmes s’appellent les polynomes de LEGENDRE )
1. Calculer les polynémes Ly, L1, Ly, Ls.

2. Démontrer que pour tout 1, le polynéme L, possede
n racines réelles distinctes appartenant toutes a l'inter-
valle | —1,1[.

Exercice 6

Soit D la droite vectorielle dirigé par u = i + 27) + 3?,

dans R® euclidien orienté, muni de la base orthonormée

- =

B=(i,j,k).

Déterminer la matrice relativement a B de la projection

orthogonale p sur D et en déduire celle de la projection

orthogonale sur D,

Exercice 7

Soit E un espace euclidien et p un endomorphisme de E.
Montrer que p est une projection orthogonale si et seule-
ment si

pop=rpetVx € E, [p(x)] < x|

Exercice 8

On considere I'espace vectoriel réel E = R, [X] des poly-
ndmes de degré inférieur ou égal a n, et 'application :

Q: E? — R

(P,Q) s Y P()Q)
i=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. Déterminer une famille de n + 1 polynomes de E :
(Li, 0<i<n)telleque:

[L,n?, Li(j) = 6

V(i,j) € i

3. Montrer que (L;, 0 <i < n) est une base orthonormée
de E.

4. Donner les coordonnées dans cette base d'un po-
lynA’me P de E.

Exercice 9

Soient x1, x3,...,.Xp, p vecteurs d"un espace vectoriel eucli-
dien de dimension n. On consideére la matrice carrée G
d’ordre p définie par:

G(x1, %2, .0, xp) = ((xi]x}))1<ij<p

1. Montrer que la famille (x1, x2, ..., xp) est liée si et seule-
ment si det G = 0.

2. On suppose que la famille (xq,xy,...,xp) est libre, on
note : F = Vect(x1,x2, ..., Xp).

a) Montrer que detG = [x1, Xy, ..., xp]% > 0.

b) Six € E, montrer que :

d(x’ F)Z _ dEtG(x, X1,X2, ..., xp) ‘

det(xl, X2, s Xp
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Exercice 10
Soit S I'application de R[X] dans R définie par :

1

5(P,Q) = [ P(OQ(E)

0
1. Vérifier que S est un produit scalaire sur R[X].

2. Trouver une base orthonormée de R, [X] pour ce pro-
duit scalaire.
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3. Calculer le minimum pour (4,b) € R? de:

1

F(a,b) :/ (2 — at — b)2d.

0

(traduire le probleme en terme de distance a un sous-

espace ).
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