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Les parties A,B et C sont indépendantes entre eux.

Partie A. Un exemple. L’objectif de cette partie est de résoudre l’équation différentielle linéaire :

(E) sh(x)y′′ + 2ch(x)y′ + sh(x)y = 0.

1. Montrer qu’une fonction y est solution de (E) sur ]0,+∞[ ( respectivement sur ] −∞, 0[ ) si,

et seulement si, la fonction z 7−→ y′(x) +
1

th(x)
y(x) est solution d’une équation différentielle

linéaire (E′) d’ordre 1 sur ]0,+∞[ ( respectivement sur ]−∞, 0[ ) à préciser.

2. Résoudre l’équation (E′).

3. Montrer que toute solution de (E) est proportionnelle à x 7−→
x

sh(x)
.

Partie B. Abaissement de l’ordre d’une équation différentielle. Soit (E) une équation différen-
tielle de la forme : a(x)y′′ + b(x)y′ + c(x)y = 0, avec a une fonction ne s’annulant pas. Pour toute
fonction u deux fois dérivable, définissons la fonction z deux fois dérivable telle que : y = uz.

1. Montrer que si y est solution de (E), alors z est encore solution d’une équation différentielle
à préciser.

2. En déduire que si u est solution d’une equation différentielle (E′′) linéaire d’ordre 1( à préci-
ser ), alors z est solution d’une équation différentielle (E′) de la forme :

α(x)z′′ + β(x)z = 0.

3. Déterminer les solution de (E′′) puis de l’équation (E′) correspondante dans le cas où les
fonctions a, b et c sont constantes.

4. Utiliser ce qui précède pour résoudre l’équation différentielle x2y′′ − 2y = 3x2 sur ]0,+∞[

Partie C. Zéros des solutions d’une équation différentielle. Soit I un intervalle ouvert de R

et p, q deux fonctions continues sur I . y1 et y2 sont deux solutions de non nulles des équations
différentielles y′′ + p(x)y = 0 et y′′ + q(x)y = 0 respectivement.
On admet que les zéros de ces solutions sont isolés, c’est-à-dire , pour chaque zéro, il existe un
intervalle ouvert ne contenant que ce zéro.
Posons, pour tout x ∈ I :

W (x) = y1(x)y
′

2
(x)− y′

1
(x)y2(x).

1. Donner une expression simple de la dérivée de W .

2. Supposons que, pour tout x ∈ I , p(x) ≥ q(x).

(a) Soient x1 et x2 deux zéros consécutifs de y2 tels que x1 < x2. On admet que y′
2
(x1)y

′

2
(x2) <

0.
Montrer que y1 admet au moins un zéro dans l’intervalle [x1, x2].

(b) En déduire que si p est minorée sur I par une constante strictement positive w2, alors y1
admet une infinité de zéros.

(c) En déduire aussi que si q est majorée par 0, alors y2 admet au plus un zéros.
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3. Supposons que p = q ( donc y1 et y2 sont solutions de le même équation différentielle d’ordre
2 ).
Montrer que que si y1 et y2 n’ont pas de zéros commun, alors y1 admet exactement un zéros
entre deux zéros consécutifs de y2.
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