
Devoir libre de Mathématiques-MPSI

Devoir libre n◦8

Correction

Partie A. Un exemple.

1. Sur R∗ la fonction sh(x) ne s’annule pas, donc (E) est équivalente à y′′ + 2coth(x)y′ + y = 0.
Une fonction y est solution de (E) sur ] − ∞, 0[( resp. ]0,+∞[ ) si et seulement si z : x 7−→

y′(x) +
1

tanh(x)
y(x) est solution de l’équation (E′) z′ +

1

tanh(x)
z = 0.

2. Sur R∗

+ (respectivement sur R∗

−
) la solution générale de l’équation homogène (E′) est sous la

forme z : x 7−→
λ

sh(x)
( λ ∈ R ).

Soit y une solution de (E′) sur R, alors :

y(x) =











λ

sh(x)
si x > 0

µ

sh(x)
si x < 0

La continuité de y en 0, entraîne nécessairement λ = µ = 0, donc la seule solution de (E′) sur
R est la fonction nulle. .

3. L’équation différentielle (E) s’écrit encore sous la forme y′(x) +
1

tanh(x)
y(x) =

λ

sh(x)
. Cher-

chons une solution de la dernière équation sous la forme y(x) =
k(x)

sh(x)
, donc k′(x) = λ ou

encore k(x) = λx+ µ ( µ ∈ R ). D’ou y(x) =
λx

sh(x)
+

µ

sh(x)
sur ]−∞, 0[ (resp. sur ]0,+∞[).

Soit y une solution de (E′) sur R, alors il existe µ1, µ2 ∈ R tels que :

y(x) =











λx

sh(x)
+

µ1

sh(x)
si x > 0

λx

sh(x)
+

µ2

sh(x)
si x < 0

La continuité de y en 0, entraîne nécessairement µ1 = µ2 = 0, donc les solutions de (E) sur

R sont y : x 7−→
λx

sh(x)
, elles sont donc proportionnelles à x 7−→

x

sh(x)
.

Partie B. Abaissement de l’ordre d’une équation différentielle.

1. Si y est solution de (E), alors z est encore solution de l’équation différentielle :

a(x)u(x)z′′ +
[

2u′(x)a(x) + b(x)u(x)
]

z′ +
[

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x)
]

z = 0.

2. Si u est une solution de l’équation (E′′) : 2a(x)u′ + b(x)u = 0 , alors z est solution d’une
équation différentielle linéaire de la forme :

(E′) α(x)z′′ + β(x)z = 0

avec α(x) = a(x)u(x) et β(x) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x).

1 / 2



Devoir libre de Mathématiques-MPSI

3. Les solutions de (E′′) sont de la forme

u : x 7−→ λe−
b

2a
x, µ ∈ R.

Pour l’équation (E′) on trouvera :

z(x) =















λ cos(
√

4ac−b2

4a2
x) + µ sin(

√

4ac−b2

4a2
x) si 4ac− b2 > 0

λe

√

b2−4ac

4a2
x

+ µe
−

√

b2−4ac

4a2
x

si 4ac− b2 < 0
λx+ µ si 4ac− b2 = 0

où λ, µ ∈ R.

Partie C. Zéros des solutions d’une équation différentielle.

1. Pour tout x ∈ I , on a :

W ′(x) = y1(x)y
′′

2 (x)− y′′1y2(x)

= y1(x)(−q(x)y2(x)) − y2(x)(−p(x)y1(x)

= y1(x)y2(x)(p(x)− q(x)).

2. (a) Supposons que y1 ne s’annule pas sur l’intervalle [x1, x2]. Quitte à changer yi par −yi
(pour i = 1, 2), on peut supposer y1 > 0 et y2 > 0 sur l’intervalle ]x1, x2[. Donc pour tout
x ∈]x1, x2[,W

′(x) ≥ 0, c’est-à-dire W est strictement croissante sur [x1, x2]. En particu-
lier

W (x2)−W (x1) ≥ 0,

ou encore
y1(x2)y

′

2(x2) ≥ y1(x1)y
′

2(x1).

Par hypothèse y′2(x1)y
′

2(x2) < 0, donc 0 > y1(x2)y
′

2(x2)y
′

2(x1) ≥ y1(x1)(y
′

2(x1))
2 > 0, ce

qui est absurde. Donc y1 admet au moins un zéro dans l’intervalle [x1, x2].

(b) Si p est minorée par ω2 > 0, on choisit q(x) = ω2 pour tout x ∈ I et donc y2(x) = sin(ωx).

Pour tout k ∈ Z, xk =
kπ

ω
est un zéro de y2 et entre xk et xk+1 il n’y a pas de zéro de y1.

D’autre part,

y′2(xk)y
′

2(xk+1) = ω2 cos(kπ) cos((k + 1)π) = ω2(−1)k(−1)k+1 = −ω2 < 0.

Donc, d’après la question précédente, y1 admet un zéro entre xk et xk+1, ceci est pour
tout k ∈ Z, donc y1 admet une infinité de zéros.

(c) Supposons que q est majorée par 0, donc y′′2(x) = −q(x)y. On choisit donc p = 0, les
solutions de la première équation (y′′ = 0) sont exactement les applications affines, Si y2
admet deux zéro x1 < x2, on pose y1(x) = x−x2−1, pour tout x ∈ I , y1 est une solution
de y′′ = 0 mais elle ne s’annule pas sur ]x1, x2[. Ceci est absurde.

3. Supposons le contraire et considérons x1 et x2 (x1 < x2) deux zéros consécutifs de y2 et α1, α2

(α1 < α2) deux zéros consécutifs de y1 appartenant à ]x1, x2[.

• • • • • • • • ••
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