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Durée 4 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. L'usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

Exercice 1: On considere les applications f, g et h de ]O, g[ dans R, définies par f(x) =

/2 In(sin t)dt, g(x) = /2 In(sin t)dt et h(x) = /2 In(cos t)dt.
X X X

1.

Vs
Pour tout x € ]0, E[
1a. Démontrer que g(x) = h(x).
1 =X
1b. Démontrer que f(x) = 2 / In(sin t)dt.

1c. Déterminer la relation liant f(2x) a g(x).

4
. 2a. Montrer que I'on a, pour tout x € [O, E] :

2 )
—x < sinx < Xx.
T

z sin t
2b. Démontrer l'existence de l'intégrale / In (T) dt.
0

2c¢. Déduire de la question précédente que f(x) admet une limite I lorsque x tend vers 0 a
droite.

2d. Montrer que g(x) admet aussi pour limite I lorsque x tend vers 0 a droite.

. Déduire des résultats de 1 et 2 la valeur de I.
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Exercice 2 :

1. Question préliminaire : En utilisant 'égalité cos(20) = 2 cos?(6) — 1 pour 6 € R, démontrer
que la suite (cos(n)),en ne converge pas vers 0.

On considére la série entiére E a,x" ou :
neN*

cos(n)

Vn e N*, a, =
n

On note R son rayon de convergence.
2. Montrer que R > 1.
3. Prouver que la série de terme général cos(n) diverge.
4. En déduire la valeur de R. -

On note alors, pour tout x €] — R, R[, f(x) = Z

n=1

cos(n) ,
—x"
n

5. Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere définie par :

§ elflxﬂ

neN

ot i désigne le nombre complexe usuel tel que i* = —1.

6. En déduire une expression simple de f’(x) pour tout x €] — R, R|[.

Exercice 3: Soit n un entier naturel, un polynéme de Chebychev est le polynéme note T, tel
que
VO € R, T,(cos®) = cos(nd).

1. Existence et unicité :
1a. Montrer l'existence et 'unicité des polynémes de Chebychev dans R[X].
1b. Ecrire T,,.1(x) en fonction de Ty, (x), T,,—1(x) et de x.
1c. Donner Ty, T1, T et T5.

2. Donner le degré de T, le coefficient dominant et les racines de T,,.

3. On définit 'application ¢ sur R[X]? par :

dt

-2

1
V(P,0) € RIXP. ¢(P.Q) = / PO

3a. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
3b. Donner suivant les valeurs de m, n le produit scalaire ¢(T,,, Tp).

3c. En déduire que la famille des polyndomes de Chebychev de degré inférieur ou égale a n
forme une base de R,[X].
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Probleme : Soit (a,),en une suite de réels positifs telle que ay = 0, que la série de terme
général a,, converge et que
Z a, = 1.

n=1

On lui associe la suite (by,)nen définie par by = 0 et les relations de récurrence :

by = a4 sin=1
n—1

a, + bra,—x sin>=2
k=1

bn

Premiere partie

1. Démontrer que pour tout entier n supérieur a 1, ona 0 < b, < 1.

2. On considére la séries entiére E a,z" de somme A et la série entiére E b,z" de somme B.
neN neN

2a. Montrer que les rayons de convergence R; et R, des deux séries entieres E anz" et
neN

E byz" sont supérieurs a 1.

neN
2b. Montrer que pour tout nombre complexe z tel que |z|] < 1,on a:
A
B(z) = &
1-A(2)

2c¢. Montrer que Ry = 1.

2d. Application : Soit A €]0, 1[. Comment doit-on choisir les coefficients a,, n € N* pour
que l'on ait b, = A pour tout n € N*.

Deuxieme partie

Dans cette partie, on se restreint au cas out A est un polynéme de degré p. Soient z1, z, ..., 2, les
p racines complexes, distinctes ou confondues, de I’équation algébrique (E) :

(E) A(z) = 1.
Le réel 1 est racine de cette équation, c’est par convention la racine z;.

1. 1a. Montrer que les racines de 1’équation (E) ont toutes un module supérieur ou égal a 1.

1b. Montrer que si a; # 0, ’équation (E) n’a pas de racine de module égal a 1 autre que z; (
on pourra raisonner par I’absurde en supposant que ’équation (E) possede la racine z, de
module 1, et en observant qu’elle posséde alors la racine z; ).

2. On suppose de plus que ces racines sont simples et pour chaque entier k tel que 1 < k < p,
on pose a; = A'(z). En utilisant 'expression de B(z) obtenue plus haut, montrer que pour
toutn € N*:

2
b, = E .
n+1

= ez
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3. En déduire que si a; # 0 et si les racines de I’équation (E) sont simples, la suite (b,)nen tend
vers un limite L. Calculer L en fonction de «;.

Troisieme partie

On revient au cas général ou A est une série entiere et I'on désigne par r, le reste d’indice n de

la série Z an :

neN

1. Soit R la série entiére de terme général r,z".
1a. Démontrer que le rayon de convergence de la série R est supérieur a 1.

1b. Pour chaque nombre complexe z tel que |z| < 1, on désigne par R(z) la somme de la série
R. Exprimer R(z) en fonction de A(z) et z seulement.

2. Pour chaque nombre complexe z tel que |z| < 1, trouver une relation entre R(z), B(z) et z. En
déduire que pour tout entier n € N*, on a :

robn + rlbn_l + ...+ rn_1b1 +r,=1.

3. On suppose les coefficients a,, choisis de telle sorte que b,, tende vers une limite finie L
différente de 0 lorsque n tend vers +co. Démontrer que la série de terme général r, converge

et que
n— T -
n=0 L

On pourra procéder de la facon suivante. Soit p un entier inférieur a n, on pose
Xnp =robp +riby_1 + ... + 1pbyp

Yn,p = rp+]bn_(P+1) + ...+ rn_lbl + In

3a. Etudier lim (lim X, ,). En déduire que la série de terme général r, converge.
p—+00 n—oo

ST s o1
3b. Etudier pl_l>Too( nh_)ngo Yy p). En déduire que nZ;) n =7

FIN DE L’EPREUVE
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