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DEVOIR SURVEILLE n°2
23/11/2021
Durée 4 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. L’'usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

Partie. I : Préliminaires

1. Soit P(X) = a, X" + ap_1 X" ' + ... + ap un polynéme scindé de degré n, et x, x3, ..., X, ses

racines distincts ou non.
n

n
_ _al’l—l C— (_ n@
Montrer que Zx, = et l_[ x; = (-1) o

i=1 An i=1

in 4im 6im 8im

2. 2a. Soit 'équation: (E) z° -1 =0.
2
Vérifier que les racines de (E) sont: 1,e 5 ,e5 ,e 5 ,e 5 .

2b. Déterminer le polynéme Q tel que, pour tout z de C, on ait :
22 —1=(z-1)0(2).

2c. i) Résoudre I'équation Q(z) = 0 en effectuant le changement d’inconnue défini par :

1
z+—-=1u
z

ii) De la question précédente, déduire les valeurs de :

27 45 T . 2n | 4m 7
cos —, c0OS —, €cO0S —, Sin —, sin —, Sin —
5 5 5 5 5 5

en fonction de V5.

3. Considérons le déterminant de Vandermonde :

2 n—1
1 a a% co.oag 1
e
1 ay a% cee Gy 1
e
D(ay,...,a,)=|1 a3 a3 ... as
2 n—1
1 a, a, a,

ou les ay, ay, ..., a, sont de nombres complexes.
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n—1 n—2
3a. En considérant le polynome P(X) = H(X —a)=X"1+ Z ¢; X! de degrén —1quia
i=1 Jj=0
pour racines a, . . ., d,—1, montrer que
a a a? o
a; a a0
1 a3 d§ az? o0
D(ay,...,ap) = : ) :
2 -2
dn-1 Ao_q ... ay_;7 0
an afl ag_z P(ay)

3b. En déduire que D(ay,...,a,) = 1_[ (aj — a;) .

1<i<j<n

Partie II : Sommes de Gauss

n—1

Pour tout entier naturel n # 0, on pose G, = Z e%. On pose également {;, = e'n . On désigne
par z = x — iy le conjugué du nombre compllézxoe z=x+1iy.

n—1
1. Calculer Gy, Gy, Gs3, G4, Gs. Calculer Z §,’fr ou r est un élément fixé de Z.

k=0
2. Soit A = (ars)1<r.s<n €t B = (brs)1<r.s<n deux matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes.

On appelle trace de A, et on note Tr(A), la somme des coefficients de la diagonale principale :

n

Tr(A) = Z Qrr.

r=1

Montrer que Tr(AB) = Tr(BA).

Ay 0 0 ... O
. o 0 A 0 ... 0
Montrer que, si A est semblable a une matrice diagonale D = o , alors on
0 0 0 ... A,
a:
n
Tr(A) = Z A
r=1
3. On considére la matrice A, définie par :
1 1 1 . 1
1 & [ ,(;“1)
2 4 2(n—1
Ap = 1 gn n e n = (ar,s)ISr,s<n
: : :_ L
- BT

r—1)(s—1
avec a,s = ,5 X ).
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Montrer que Tr(A,) = G,. Montrer que A2 s’exprime simplement en fonction de B,

1 0 0 ... 0
0 0 1
0 00 ... 1
By = T S (br,s)1<r,s<n
0 01 ... 00
010 ... 00

avec b, =1sir+s=2our+s=n+2,b,=0.
Calculer B2

. Montrer que, si A est valeur propre de la matrice carrée A, A* est valeur propre de la matrice

A%, En déduire que la matrice A,, a, au plus, 4 valeurs propres.

. Montrer que la matrice B, définie au 3. est diagonalisable. Lorsque n est impair ( on posera

n = 2p + 1) expliciter une base dans laquelle B, est diagonale.

. Soir r un entier relatif, soit G}, I’expression :

Z év(r+k)2

Montrer que Vn € N*, Vr € Z, G, = G,. ( considérer G/ — G).

En déduire que :
-1
atea-3 [Re)

r=0

et en déduire que |G,| = Vn lorsque n = 2p + 1 est impair.

. 7a. On pose ¢, = Z (r + s). Calculer ¢, en remarquant que :

1<r<s<n

Z (r+s)—20n+22

1<r,s<n

j a )
7b. En utilisant ce qui précéde, ainsi que I’égalité : e’ — 1 = 2ie2 sin > montrer qu'un

argument de det (A,) est (3n — 2)(n — 1)%

. Montrer que la matrice A,, définie au 3., est semblable & une matrice diagonale :

AA O .00
0 A, ... 0
0 0 ... A

Montrer que les coefficients Ay, As, ..., A, ne prennent que 4 valeurs Vn, —Vn, ivn, —ivn. On
désigne par a, b, c, d le nombre de fois que ces valeurs respectives sont prises.
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Montrer que, sin est impair,n =2p +1,ona:
a+b=p+1l,c+d=p(a-b’+(c-d)’=1.

Montrer alors que (b + d) a la méme parité que p. Calculer a, b, ¢, d et en déduire la valeur de
G, lorsque n est impair.

FIN DE L’EPREUVE
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