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DÉFINITIONS : Toutes les matrices considérées sont réelles et carrées. On identifie une matrice à l’endo-
morphisme associé de R

n ( n est un entier fixé supérieure ou égal à 2 ). Si ‖.‖ est une norme sur Rn, on
note de la même façon la norme sur Mn(R) :

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖.

On considérera les deux normes ‖x‖2 = (x21 + x22 + ...+ x2n)
1

2 et ‖x‖∞ = max
i∈[[1,n]]

|xi| où x = (x1, x2, ..., xn).

On notera Bn la matrice (bij)1≤i,j≤n avec bij = −1 si |i − j| = 1 et 0 sinon. en est le vecteur (1, 1, ..., 1).
Pour λ ≥ 0, on pose Aλ = (2+λ)In+Bn où In est la matrice unité de Mn(R) ( en toute rigueur, il faudrait
l’indicer par n, mais on ne surchargera pas les notions ).
On dira qu’une matrice M ( ou un vecteur v ) est positive ( positif ) si tous ses coefficients ( ses compo-
santes ) sont positifs ( positives ). On notera M ≥ 0 ( v ≥ 0 ).
On dira qu’une matrice est monotone si elle est inversible et d’inverse positive.

PRÉLIMINAIRE

1. Soit M = (aij)1≤i,j≤n une matrice de Mn(R). Montrer que ‖M‖∞ = max
i∈[[1,n]]

n
∑

j=1
|aij|.

2. Soit ‖.‖ une norme sur Rn et λ une valeur propre réelle de M . Montrer que |λ| ≤ ‖M‖.

3. On suppose M symétrique. Montrer que ‖M‖2 est le maximum des valeurs absolues des valeurs
propres réelles de M .

PARTIE I : DIAGONALISATION DE A0

1. Montrer que les valeurs propres réelles ou complexes de Bn sont dans [−2, 2].

2. Soit θ dans ]0, π[, on note un(θ) = det(2 cos θIn −Bn).

(a) Calculer un(θ). ( chercher une relation de récurrence )

(b) En déduire que Bn a les n valeurs propres distinctes λk = 2cos

(

kπ

n+ 1

)

pour k ∈ [[1, n]].

3. (a) Quelles sont les valeurs propres de A0 et la dimension des sous-espaces propres ?

(b) Que vaut ‖A−1
0 ‖2 ? En donner un équivalent simple quand n tend vers l’infini.

PARTIE II

1. Soit M une matrice de Mn(R). On pose E1 = {v ∈ R
n/v ≥ 0} et E2 = {v ∈ R

n/Mv ≥ 0}. Montrer
que M est monotone si, et seulement si, E2 ⊂ E1.

2. Soit M une matrice positive. Montrer que ‖M‖∞ = ‖Men‖∞.

3. ( Question assez difficile )

(a) Montrer que, pour tout λ ≥ 0, Aλ est monotone.

(b) Montrer que, pour tout λ ≥ 0, A−1
0 −A−1

λ ≥ 0.

(c) En déduire que ‖A−1
λ ‖∞ ≤ ‖A−1

0 en‖∞.
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PARTIE III : ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

Pour α ≥ 0 et f une fonction de classe C∞ de [0, 1] dans R, on appelle (P) le problème :
{

−u′′ + αu = f
u(0) = u(1) = 0.

On admettra que le problème (P) a une solution unique u et qu’elle est de classe C∞.

1. On suppose, dans cette question seulement, f constante. Montrer que si on suppose pas α ≥ 0,
(P) peut n’avoir aucune solution ou une infinité.

Jusqu’à la fin, h =
1

n+ 1
, λ = αh2, xi = ih (i ∈ [[0, n + 1]] ), Xn = (u(xi))1≤i≤n, Yn = (h2f(xi))1≤i≤n

et M0 = sup
x∈[0,1]

|u(4)(x)|.

2. (a) Montrer que, pour i ∈ [[1, n]], il existe βi ∈]xi−1, xi+1[ tel que :

u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1) = h2u′′(xi) +
h4

12
u(4)(βi).

(b) Montrer qu’il existe Zn dans Rn tel que :

‖Zn‖∞ ≤
M0

12(n + 1)4
et Aλ(Xn) = Yn + Zn

On définit alors Xn par : Xn = A−1
λ (Yn) = (a1, a2, ..., an)

3. (a) Calculer M0 et Xn pour f : x 7→ 1 et α = 0.

(b) En déduire ‖A−1
0 ‖∞. Comparer avec la question 3. de la partie I

(c) Montrer que sup
i∈[[1,n]]

|u(xi)− ai| ≤
M0

96(n + 1)2
.

FIN DE L’ÉPREUVE
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