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On note D le demi plan ouvert D = {z ∈ C/Re(z) > 0}. On définit la "fonction Gamma d’Euler" sur D par :

∀z ∈ D , Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

1. Montrer que Γ est une fonction holomorphe sur D .

2. Montrer que pour tout z ∈ D , Γ(z + 1) = zΓ(z). En déduire que pour tout n ∈ N∗, Γ(n) = (n− 1)!.

3. Montrer que pour tout z ∈ D ,

Γ(z) =

(

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

1

z + n

)

+

∫ +∞

1

tz−1e−tdt.

4. Montrer que la fonction z 7−→

∞
∑

n=0

(−1)n

n!

1

z + n
est définie sur la partie C\{0,−1,−2, ...} du plan complexe et

qu’elle y est continue.
La formule précédente permet de prolonger la fonction Γ à C\{0,−1,−2, ...}.

5. Montrer que pour tout n ∈ N et pour tout z ∈ D ,

∫

n

0

(

1−
t

n

)n

tz−1dt =
nzn!

z(z + 1)...(z + n)
.

(on pourra utiliser le changement de variable u =
t

n
, puis une intégration par parties).

6. En utilisant le théorème de convergence dominée, démontrer que, pour tout z ∈ D :

Γ(z) = lim
n→∞

∫

n

0

(

1−
t

n

)n

tz−1dt = lim
n→∞

nzn!

z(z + 1)...(z + n)
.

(formule de Gauss).
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