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DEVOIR LIBRE 1n°2

a rendre le 18/10/2025

Exercice 01

Soit A et B deux parties non vides d’un espace vectoriel normé (£, ||.||).

1. MontrerqueC' = {z € E | d(z,A) = d(z, B) } estferméet D ={z € E | d(x,A) < d(z,B) }
est ouvert.
( On rappelle que d(z, A) = irelf1 llx —yl)
Yy

2. Si A et B sont fermées et disjointes, il existe deux ouverts U et V telsque A C U, B C V,
unv =40.

Exercice 02

n
Soit E I'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R. Pour tout élément P = Z ap X"
k=0
de E, on pose :

1P =" lal.
k=0

1. Démontrer que I'application de £ dans R : P +— || P|| est une norme sur E.
Dans la suite, on désigne par d la distance sur £ associée a cette norme :

2. Montrer que ' ={ P € E | |P|| <1 } est une partie fermé de F.

3. On considére, dans F, la suite de terme général P, = X".
3a. Montrer que Vn € N, P, € F, puis calculer d(P;, P;) pour (i,5) € N* et i # j.

3b. Démontrer que toute suite extraite de la suite (P,),cn est divergente dans £. En déduire
que F n’est pas une partie compacte de F.

Exercice 03
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. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de £ dans F'. Montrer que

I'application u est de rang 7 si, et seulement si, il existe des formes linaires sur £, [, [, ..., [,
linéairement indépendantes et des vecteurs de F, aj, as, ..., a, linéairement indépendants
tels que

Ve e B, u(zr) = Zli(x)ai
i=1

. Soit (£, ||.||) un sous-espace vectoriel normé et F' un sous-espace fermé de (F, ||.||). Montrer

que pour tout sous-espace vectoriel G de dimension finie de F, le sous-espace vectoriel
H = F + G est fermé dans (E, ||.||).

( on peut procéder par récurrence sur la dimension p > 1 de G)

. Soit (E,||.]|) et (F ]|.||') deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de £ dans F

de rang fini. Montrer que I'application linéaire u est continue si, et seulement si, Ker u est un
fermé dans (E, ||.|)-

. Soit (£, ||.||) un espace vectoriel de dimension finie et (F' ||.||") un espace vectoriel normé.

Montrer que toute application linéaire de £ dans [’ est continue.

FIN DE L’EPREUVE
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