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MP — CPGE Mohammed VI-Kénitra

Année scolaire 23/24

Devoir libre n◦11
à rendre le 19/01/2024

1. Soit F la fonction de la variable dé�nie par :

F (x) =
1

(1− x)2
+

1

x2
− π2

sin2(πx)
.

1a. Déterminer le domaine de dé�nition de F .

1b. Montrer que la restriction de F sur ]0, 1[ est prolongeable par continuité sur [0, 1]. On

note F̃ la fonction ainsi prolongée. Déterminer F̃ (0).

1c. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] :

F̃
(x
2

)
+ F̃

(
x+ 1

2

)
− 4F̃ (x) =

a

(x+ 1)2
+

b

(x− 2)2

avec a et b des constantes à déterminer.

2. Soient (fn)n≥2 et (gn)n≥1 les deux suites de fonctions dé�nies sur [0, 1] par fn(x) =
1

(n− x)2

et gn(x) =
1

(n+ x)2
.

2a. Montrer que les séries de fonctions

∑
n≥2

fn et

∑
n≥1

gn sont uniformément convergentes

sur [0, 1]. On pose alors

∀x ∈ [0, 1], H̃(x) =
∞∑
n=2

fn(x) +
∞∑
n=1

gn(x).

2b. Montrer que H̃ est continue sur [0, 1] et qu’il existe des réels c et d à déterminer véri�ant :

H̃
(x
2

)
+ H̃

(
x+ 1

2

)
− 4H̃ (x) =

c

(x+ 1)2
+

d

(x− 2)2
.

3. Pour x ∈ [0, 1], on pose G(x) = F̃ (x) + H̃(x).

3a. Montrer que G est continue sur [0, 1] et que

∀x ∈ [0, 1], G
(x
2

)
+G

(
x+ 1

2

)
= 4G (x) .
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3b. On pose M = sup
x∈[0,1]

|G(x)|. Montrer que M = 0.

3c. En déduire que

∀x ∈]0, 1[, π2

sin2(πx)
=

1

x2
+ 2

∞∑
n=1

x2 + x2

(n2 − x2)2

Quelle est la valeur de

∞∑
n=1

1

n2
.

Fin de l’épreuve
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