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MP — CPGE Mohammed VI-Kénitra

Année scolaire 23/24

Devoir libre n◦9
à rendre le 18/12/2023

À toute suite complexe a = (an)n∈N, on associe la suite a∗ = (a∗n)n∈N dé�nie par :

∀n ∈ N, a∗n =
1

2n

n∑
k=0

{knak

L’objet de problème est de comparer les propriétés de la série

∑
n∈N

a∗n aux propriétés de la série∑
n∈N

an.

Partie I : deux exemples

1. Cas d’une suite constante.
Soit α ∈ C∗ ; on suppose que la suite a est dé�nie par ∀n ∈ N, an = α.

1a. Expliciter

n∑
k=0

{kn pour n ∈ N.

1b. Expliciter a∗n pour n ∈ N.

1c. La série

∑
n∈N

an ( resp.

∑
n∈N

a∗n ) est-elle convergente?

2. Cas d’une suite géométrique.
Soit z ∈ C ; on suppose que la suite a est dé�nie par : ∀n ∈ N, an = zn.

2a. Exprimer a∗n en fonction de z et n.

2b. On suppose que |z| < 1.

i) Justi�er la convergence de la série

∑
n∈N

an et expliciter sa somme A(z) =
∞∑
n=0

an.

ii) Justi�er la convergence de la série

∑
n∈N

a∗n et expliciter sa somme

∞∑
n=0

a∗n en fonction de

A(z).

2c. On suppose que |z| ≥ 1.

i) Quelle est la nature (convergente ou divergente) de la série

∑
n≥0

an ?
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ii) Quelle est la nature de

∑
n∈N

a∗n si z = −2?

iii) On suppose z = eiθ, avec θ réel tel que 0 < |θ| < π.

Montrer que la série

∑
n∈N

a∗n est convergente. Calculer la partie réelle et la partie imagi-

naire de la somme

∞∑
n=0

a∗n.

Partie II : Étude du procédé de sommation

Dans cette partie, et pour simpli�er, on suppose que a est à valeurs réelles.

1. Comparaison des convergences des deux suites.
1a. Soit n ∈ N∗, on considère une entier k �xé, k ∈ [[0, n]].

i) Préciser un équivalent de {kn lorsque n tend vers +∞.

ii) En déduire la limite de

1

2n
{kn lorsque n tend vers +∞.

1b. Soit a une suite réelle et q un entier naturel �xé.

On considère pour n > q la somme Sq(n, a) =

q∑
k=0

{kn
ak
2n

. Quelle est la limite de Sq(n, a)

lorsque l’entier n tend vers +∞?

1c. On suppose que an tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Montrer que a∗n tend vers 0
lorsque n tend vers +∞.

1d. On suppose que an tend vers l (limite �nie) lorsque n tend vers +∞. Quelle est la limite

de a∗n lorsque n tend vers +∞?

1e. La convergence de la suite (an) est-elle équivalente à la convergence de la suite (a∗n)?

2. Comparaison des convergences des séries
∑
n∈N

an et
∑
n∈N

a∗n.

Pour n ∈ N∗, on note Sn =
n∑
k=0

ak, Tn =
n∑
k=0

a∗k, Un = 2nTn.

2a. Pour n ∈ [[0, 3]], exprimer Un comme combinaison linéaire des sommes Sk, c’est à dire

sous la forme Un =
n∑
k=0

λn,kSk.

2b. On se propose de déterminer l’expression explicite de Un comme combinaison linéaire

des sommes Sk pour k ∈ [[0, n]] :

(E) Un =
n∑
k=0

λn,kSk pour n ∈ N

i) À quelle expression des coe�cients λn,k (en fonction de n et k) peut-on s’attendre

compte-tenu des résultats obtenus à la question 2a.?
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ii) Établir la formule (E) par récurrence sur l’entier n (on pourra remarquer que pour tout

k ∈ [[0, n]], ak = Sk − Sk−1 avec la convention S−1 = 0).

2c. On suppose que la série

∑
n∈N

an est convergente. Montrer que la série

∑
n∈N

a∗n est conver-

gente et exprimer la somme

∞∑
n=0

a∗n en fonction de la somme

∞∑
n=0

an.

2d. La convergence de la série

∑
n∈N

an est-elle équivalente à la convergence de la série

∑
n∈N

a∗n ?

Fin de l’épreuve
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