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Problème ( sur les normes de R[X] )

Exercice On considère l’espace vectoriel E = R[X]. Pour toute suite u = (uk)k∈N à valeurs

réelles positives on pose

Nu : E → R

P =
∑
k∈N

akX
k 7→

∑
k∈N

uk|ak|

( ces sommes sont à support �ni et peuvent s’écrire aussi

deg(P )∑
k=0

, elles ne posent aucun problème

de convergence)

1. Montrer que pour toute suite u à valeurs strictement positives, Nu est une norme.

2. Soit u, v deux suites à valeurs strictement positives. Montrer qu’il existe une constante

C ∈ R∗+ telle que Nu ≤ CNv si et seulement si un = O(vn).

En déduire une condition nécessaire et su�sante pour que la norme Nu soit équivalente à la

norme Nv.

On considère de plus la norme

N : E → R
P 7→ sup

t∈[0,1]
|P (t)|

On note e la suite constante égale à 1.

3. 3a. Déterminer une constante K ∈ R∗+ telle que N ≤ KNe.

3b. Les normes N et Ne sont-elles équivalentes?

4. Soit d ∈ N et a1, ..., ad+1 des éléments deux à deux distincts de [0, 1]

4a. Déterminer des polynômes L1, ..., Ld+1 de Rd[X] tels que pour tout polynôme P ∈

Rd[X], P =
d+1∑
i=1

P (ai)Li.

4b. En déduire, sans admettre l’équivalence de toutes les normes sur un espace vectoriel de

dimension �nie, que les restrictions de Ne et N à Rd[X] sont équivalentes.

Fin de l’épreuve
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