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Étude de suites récurrentes linéaires d’ordre p

Étant donnés p+ 1 ( p ∈ N) nombres complexes �xés α0, α1, ..., αp−1, on considère l’ensemble

E des suites complexes (xn)n≥0 véri�ant la relation de récurrence suivante :

∀n ∈ N, xn+p = αp−1xn+p−1 + ...+ α1xn+1 ++α0xn (1)

Soit E l’ensemble des suites véri�ant la relation (1). Le but du problème est de trouver toutes

les suites véri�ant la relation de récurrence (1).

Partie I

1. En considérant l’application

ϕ : E −→ Cp

x = (xn)n∈N 7−→ (x0, x1, ..., xp−1)

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de CN
de dimension p.

2. 2a. Soit f l’application :

f : E −→ E
(xn)n≥0 7−→ (x′n)n≥0

avec x′n = xn+1 pour tout n ∈ N. Montrer que f est un endomorphisme de E.

Véri�er que f est injectif si, et seulement si, α0 6= 0.

2b. On désigne par Bc la base canonique de Cp
et B = ϕ−1(Bc). Véri�er que B est une

base de E et donner de l’endomorphisme f dans cette base.

Partie II

1. 1a. Posons

∀n ∈ N, Xn =


xn
xn+1

.

.

.

xn+p−1


Montrer alors que la relation de récurrence (1) peut alors s’écrire :

∀n ∈ N, Xn+1 = AXn,
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où A est la matrice constante de Mp(C) :

A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

0 0 0
.
.
. 1

a0 a1 a2 · · · ap−1


Véri�er que ∀n ∈ N, Xn = AnX0.

1b. Calculer χA, polynôme caractéristique de A.

2. 2a. Soit λ ∈ C. Montrer que la suite géométriques (λn)n≥0 est dans E si, et seulement si, λ
véri�e l’équation :

λp − αp−1λp−1 − ...− α1λ− α0 = 0 (2)

2b. On suppose que l’équation (2) admet p racines distinctes λ0, λ1, ..., λp−1. Montrer que

les suites (λn0 )n≥0, (λ
n
1 )n≥0, ..., (λ

n
p−1)n≥0 forment une base de E.

En déduire les suites (xn)n≥0 réelles véri�ant :

∀n ∈ N, xn+3 = 6xn − 11xn+1 + 6xn+2 (3)

2c. On suppose que λ est une solution double de (2). Montrer que la suite (nλn)n≥0 est aussi

dans E.

En déduire les suites réelles véri�ant :

∀n ∈ N, xn+3 = 5xn − 8xn+1 + 4xn+2 (4)

2d. On suppose que λ est solution d’ordre p de (2). Véri�er que les suites

(λn)n≥0, (nλ
n)n≥0, ..., (n

p−1λn)n≥0

forment une base de E.

En déduire la solution générale de (1).

3. Si χA =
r∏

k=1

(X − λi)αi
, avec λi ∈ C et α1 + α2 + ...+ αr = p, donner la forme générale de

toutes les suites véri�ant la relation (1).

Fin de l’épreuve
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