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Probléme

On note C 'ensemble des nombres complexes et N I’ensemble des entiers naturels.

PArTIE I

1. On considére I’équation du troisieme degré dans C :

(B):r*—1=0

la. Vérifier que 1 est solution de (F).
1b. Montrer que les deux racines de (£) différentes de 1 sont solution de
(E):r*+r+1=0

Résoudre (E').
1c. On note j (respectivement j) la racine de (E’) de partie imaginaire positive (respective-
ment négative). Trouver le module et 'argument de j et j.

. Montrer les relations suivantes :

2a. j> =7.
2b. 1+j+ 4% =0.
2¢. Vn € N, j3n — 1:j3n+1 — j; j3n+2 — j2-

. Dans C, on considere le systéme linéaire a trois équations et trois inconnues «, 3, 7y :

a+pB+y = 0
a+iB+j5*y = 0
atjB+jy = 0

Montrer que ce systeme a une solution unique et trouver cette solution.

ParTIiE II

On veut résoudre le probleme () suivant :

Quelles sont toutes les suites de nombres complexes (u,, )nen qui vérifient la relation :
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Vn e N, U,i3 = uy,.

Soit & I’ensemble des suites de nombres complexes.
On définit la somme de deux éléments (uy,)nen et (U )nen de & par :

(un>n€N + (un)néN = (Un + Un)nGN-

Le produit d’un élément de & par un nombre complexe A est défini par :

A(Up ) nen = (Ap )nen.

1. Montrer que & muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur le corps C.

2. Soit .# la partie de & définie par :

F ={ (up)nen telsque VYn € N w3 =u, }.
Montrer que .# est un sous-espace vectoriel de &.
3. Montrer que la partie de & formée des trois suites (2,,)nen, (Yn)nen €t (2, )nen définies par
VneN z, =1y, = 5" 20 = j"
est une partie libre de .%.

4. Montrer que I'application ® de .%# dans C* définie par :

d [(un)neN] = (UO, Ul,Uz) eC?

est une application linéaire et bijective.
Quelle est la dimension de .# ?

5. A partir des questions IL 3) et IL. 4), trouver une base de .% et en déduire la solution générale

de (22).

PArTIE III
ay az as
SiM = |0y by bs| estune matrice d’ordre 3 a coefficients complexes, on rappelle que le
Ci Co2 C3

déterminant de M vaut :

det(M) = (Vi A Va). V3

ou
a1 ag a3
Vi=|b|.Va=1ba],V5=]03
C1 C2 C3

sont les vecteurs colonnes de M et ou A (respectivement .) désigne le produit vectoriel (respecti-
vement scalaire) dans C®.

1 00 0 01
Soit A=|{0 1 O)Jet/=11 0 0
0 01 010
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1. 1a. Pour (z,y) € &, prouver que det T, (z,y) =

. Soit r € C. Calculer det(A — rI).

. Déduire de ce résultat que sir = 1, j ou j2, les vecteurs colonne de la matrice A — r/ ne sont

pas linéairement indépendants dans C?.

. En déduire que sir =1, j ou j2, le sous-espace vectoriel /,, de C? défini par :

x a
L= v=|y]| €C® telsquil exsite w= | b | € C* vérifiant (A —r)W =V
z c

est de dimension inférieure ou égale a 2.

Exercice

Soit 2 la partie de R* définie par :

P={(r,y) eR*|0<z <y}

et la matrice carrée T,,(z,y) dordre n > 2:

1 -y -y ... —y
- 1 -y ... —y
Tu(zy)=|—7 —v 1 . —=y| ou (x,y) € 2.
- —T - 1

z(l+y)" —y(d+a)"
r—y '
1b. Calculer det T}, (z, z).
1c. L’application définie sur & par : (z,y) — T, (x,y) est-elle continue en (x¢, xg) € F?

. 2a. Dansle cas: (z,y) € & et x # y, prouver qu’une condition nécessaire et suffisante pour

que det T},(x, y) soit strictement positif est :
T __ Y
(1+z)"  (I+y)r

et que la condition y < est seulement suffisante.

2b. Prouver :

n—1

m@eynmn@@>m@G< 1)

. 3a. Calculer les valeurs propres de T,,(z, y) et préciser ses vecteurs propres. T,,(z, z) est-elle

diagonalisable ?

3b. Dans le cas ou (z,y) € & et & # y, déterminer les valeurs propres réelles ou complexes
de T,,(x, y) et montrer que ces valeurs propres appartiennent & un méme cercle % que I'on
précisera.

T, (x,y) est-elle diagonalisable ?

FIN DE L’EPREUVE
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