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Soit f : [0, 1] → R une fonction continue. On considère les polynômes de Bernstein dé�nis par :

∀x ∈ R, Bn(f )(x) =
n∑
j=0
{j
nx

j(1 − x)n−j f
(
j

n

)
.

On désigne par θ ,u,v,w les fonctions suivantes dé�nies sur [0, 1] par :

θ (x) = 0, u(x) = 1, v(x) = x, w(x) = x2.

1. 1a. Pour x ∈ [0, 1], n ∈ N �xés, on pose φ(t) = (xet + 1 − x)n. Calculer φ(0),φ′(0) et φ′′(0).
En déduire les polynômes de Bernstein de u,v et w .
1b. Montrer que la suite (Bn(w))n∈N converge uniformément sur [0, 1] vers w .
Soit E l’algèbre des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs dans réelles. On dé�nit une relation
d’ordre non total � sur E par :

f � д⇔ ∀x ∈ [0, 1], f (x) 6 д(x).

Une fonction f de E telle que θ � f est dite positive. Un endomorphisme A de l’espace
vectoriel E est dit positif s’il transforme toute fonction positive en une fonction positive.

2. 2a. Montrer que si A est un endomorphisme positif de E, alors ∀f ∈ E, |A(f )| � A (| f |).
2b. Soient f ∈ E et ε > 0 un réel �xé. Montrer qu’il existe α > 0 ne dépendant que de f et
de ε tel que

∀x,y ∈ [0, 1], | f (x) − f (y)| 6 ε + α(x − y)2.

2c. En déduire que pour tout endomorphisme positif A de E, on a :

∀y ∈ [0, 1], |A(f ) − f (y)A(u)| � εA(u) + α
(
A(w) − 2yA(v) + y2A(u)

)
où � représente la relation d’ordre sur E dé�nie ci-dessus.

3. Soit (An)n∈N une suite d’endomorphismes de l’espace vectoriel E qui possèdent les propriétés
suivantes :
• ∀n ∈ N, An est un endomorphisme positif de E.
• Les suites (An(u))n∈N, (An(v))n∈N, (An(w))n∈N convergent uniformément sur [0, 1] respecti-
vement vers u,v,w .
3a. Montrer que si on pose : ∀n ∈ N,φn = An(w)−2vAn(v)+wAn(u), la suite (φ)n∈N converge
uniformément sur [0, 1] vers θ .
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3b. En appliquant la formule du 2)c) au point y avec An au lieu de A, montrer que pour tout
f ∈ E, la suite (An(f ))n∈N converge uniformément vers f sur [0, 1].

4. Déduire de ce qui précède que toute fonction continue sur [0, 1] à valeurs réelles est limite
uniforme sur [0, 1] d’une suite de fonctions polynômes.

5. En déduire le théorème de Weierstrass : toute fonction continue sur un intervalle [a,b] à valeurs
complexes est limite uniforme sur [a,b] d’une suite de fonctions polynômes.

Fin de l’épreuve
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