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Exercice : 1

1. Soit λ > 0. Résoudre le problème de Cauchy :{
z ′(t) = λ+ z2(t),

z(t0) = µ,

Préciser l’intervalle ]α,β[ de la solution maximale.
2. On considère une solution maximale ϕ du problème de Cauchy :{

y ′(t) = x+ y2(t),

y(t0) = ν,

définie sur un intervalle ]a, b[.
(a) On suppose t0 > 0. Montrer que ϕ est strictement croissante sur [t0, b[.
(b) Montrer que si t0 > 0 et ν > 0, ϕ est strictement positive sur [t0, b[.
(c) Montrer que, sous les mêmes hypothèses, b ∈ R ( b 6= +∞ ) et lim

t→bϕ(t) = +∞.

Exercice : 2

On considère l’équation différentielle (E) y"(x) = 6y2(x) + x.
1. (a) Démontrer que les solutions de cette équation sont de classe C∞.

(b) Déterminer une fonction F : (x, Z) ∈ R × R2 → F(x, Z) ∈ R2, telle que, pour toute fonction
numérique y, définie sur un intervalle I ⊂ R, y est solution de (E) si, et seulement si, Y : x ∈
I 7−→ (y(x), y ′(x)) est solution de Y ′(x) = F(x, Y(x)).
Justifier que le problème de Cauchy

y ′′(x) = 6y2(x) + x,

y(x0) = a,

y ′(x0) = b,

admet une solution maximale et une seule pour tous x0 ∈ R, (a, b) ∈ R2.
(c) Donner un développement limité à l’ordre 4 de cette solution maximale.

2. On se propose de déterminer d’éventuelles solutions développables en séries entières de ce problème
de Cauchy. On notera

y(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

(a) Exprimer a0, a1, a2, a3 et la relation de récurrence liant les coefficients à partir d’un certain rang.
(b) Écrire un programme Python permettant le calcul des coefficients an en fonction de a et b.
(c) On note Mn = sup{|ak|/0 ≤ k ≤ n}. Montrer que, si n ≥ 2, alors

Mn+2 ≤
1

n+ 2
M2
n.

En déduire que si a = b =
1

2
, alors la fonction y est définie sur un intervalle contenant ] − 1, 1[.

3. On suppose que y est une solution de (E) de la forme y(x) =
φ(x)

(x− a)q
sur ]α, a[ ou sur ]a, β[, q ∈ N∗,

φ ne s’annulant pas au voisinage de a. Que peut on dire de q , et de φ ?

Fin de l’épreuve
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