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Soit λ un paramètre réel Vxé. On considère la série de fonctions ∑
n∈N

fn déVnie sur R

par :  f0(x) = 1

fn(x) =
x(x + λn)n−1

n!
si n ∈N∗

1. a. Montrer que la série ∑
n∈N

fn(x) est absolument convergente si |λ| < 1
e
et

qu’elle est divergente si x 6= 0 et si |λ| > 1
e
.

b. Examiner le cas |λ| = 1
e
( utiliser la formule de Stirling : n! ∼

(n
e

)n√
2πn )

Désormais, dans tout ce qui suit on suppose que |λ| ≤ 1
e
et on note Fλ la fonction somme

de la série ∑
n∈N

fn :

∀x ∈ R, F(x) =
∞

∑
n=0

fn(x).

2. a. Montrer que la série ∑
n∈N

fn converge uniformément sur tout intervalle

Ia =]− a, a[ où a > 0. En déduire que Fλ est continue sur R.

b. Pour n ≥ 1, exprimer la dérivée f ′n en fonction de fn−1. Déduire que Fλ est
dérivable sur R et que :

∀x ∈ R, F′λ(x) = Fλ(x + λ).

c. Montrer que Fλ est de classe C ∞ sur R.

3. a. Établir la relation :

∀x, y ∈ R, fn(x + y) =
n

∑
k=0

fk(x) fn−k(y).

( Indication : on pourra raisonner par récurrence, dériver par rapport à x et se
servir de la relation entre f ′k et fk−1 ).

b. Montrer que :
∀x, y ∈ R, Fλ(x + y) = Fλ(x)Fλ(y).

4. a. Déterminer toute les fonctions numériques f déribables sur R, non identique-
ment nulles, et vériVant :

∀x, y ∈ R, f (x + y) = f (x) f (y).

b. En déduire qu’il existe une unique fonction ϕ déVnie sur l’intervalle D =[
−1

e
,

1
e

]
vériVant :

(∀x ∈ R, ∀λ ∈ D) Fλ(x) = eϕ(λ)x.

c. Montrer que :

(∀λ ∈ D), ϕ(λ) > 0 et λ =
ln(ϕ(λ))

ϕ(λ)
.

Cette propriété est-elle suXsante pour déterminer ϕ(λ)?

d. Montrer que ϕ

(
1
e

)
= e.

5. D désigne l’intervalle
[
−1

e
,

1
e

]
et ϕ est la fonction introduite à la question 4.b.

a. Montrer que

∀λ ∈ D, ϕ(λ) =
∞

∑
n=0

(n + 1)n

(n + 1)!
λn.

b. Montrer que ϕ est une bijection de D sur ∆ = ϕ(D) et préciser la fonction
réciproque ϕ−1.
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