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à rendre le 09/11/2015

Exercice 1 (La méthode des moindres carrés )

Étant donné une nuage de points (xi, yi)1≤i≤n, la droite des moindres carrés (ou droite de régression
linéaire) est la droite d’équation y = mx+ p qui minimise la quantité

F (m, p) =
n∑

k=1

(yk −mxk − p)2.

1. Démontrer que si (m, p) est un couple où ce minimum est atteint, alors (m, p) est solution du
système 

n∑
k=1

(yk −mx − p) = 0,

n∑
k=1

xk(yk −mxk − p) = 0.

2. On note x et y les valeurs moyennes respectives de (xi)1≤i≤n et (yi)1≤i≤n. Démontrer que si la

somme
n∑

k=1

(xk − x)2 6= 0, alors il existe au plus une droite des moindres carrés, avec

m =

n∑
k=1

(xk − x)(yk − y)

n∑
k=1

(xk − x)2
.

3. On veut désormais prouver l’existence d’une droite des moindres carrés, toujours sous la condi-
tion

n∑
k=1

(xk − x)2 6= 0.

(a) Pourquoi suffit-il de prouver que lim
‖(m,p)‖→+∞

F (m, p) = +∞ ?

(b) Démontrer que

F (m, p) =
n∑

k=1

u2i (m, p) + v(m, p) + c,

où u1, ..., un, v sont des formes linéaires sur R2 et c ∈ R.

(c) Démontrer que le rang de (u1, ..., un) est 2.

(d) On suppose que (u1, u2) sont indépendantes. Justifier que l’on peut écrire

F (m, p) = u21(m, p) + au1(m, p) + u22(m, p) + bu2(m, p) + c+R(m, p),

où a, b, c ∈ R et R(m, p) ≥ 0.

(e) Justifier que lim
‖(m,p)‖→+∞

|u1(m, p)|+ |u2(m, p)| = +∞.
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(f) Conclure.

4. APPLICATION NUMÉRIQUE : Une réaction lente conduit à une concentration y de produit, donnée
en fonction du temps t par la relation théorique

y = 0, 01− 1

αt+ β
.

L’expérience conduit au tableau de valeurs suivant :

t(sec) 0 180 360 480 600 900 1200
y(10−3mole/l) 0 2, 6 4, 11 4, 81 5, 36 6, 37 6, 99

Déterminer par la méthode des moindres carrés des valeurs possibles pour α et β.

Exercice 2

On donne la définition suivante : Soient U et V ) deux ouverts de Rn et ϕ : U → V . On dit que ϕ est un
C 1-difféomorphisme de U sur V si, et seulement si,

1. ϕ est de classe C 1 sur U ,

2. ϕ est bijective,

3. ϕ−1 est de classe C 1 sur V .

Dans cet exercice, on s’intéresse à l’équation (1)

(1)
∂u

∂t
+
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0,

couplée à la condition initiale
(2) u(0, x, y) = h(x, y).

où h ∈ C 1(R2;R) et où l’inconnue est u ∈ C 1(R3,R).

1. On suppose d’abord que u ∈ C 1(R3,R) vérifie l’équation (1). Pour tout X = (x, y) ∈ R2, détermi-
ner une application (non constante)

γX : R→ R3

telle que u soit contant le long de la courbe t 7→ γX(t) (c’est à dire que u ◦ γX est une constante) et
telle que γX(0) = (0, x, y).

2. Montrer que
Γ : (t, x, y) 7→ γ(x,y)(t)

est un C 1-difféomorphisme de R3 sur R3.

3. Montrer que l’équation (1) possède une unique solution u ∈ C 1(R3,R) vérifiant la condition (2).

• • • • • • • • • •
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