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Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.
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Exercice I

Exercice II
1. Puisque E est de dimension �nie, on en déduit que l’application linéaire I est continue.

2. On sait que ∀P ∈ E, P (X) =

n∑
j=0

P (aj)lj(X), en particulier, ∀i ∈ [[0, n]], P (bi) =

n∑
j=0

P (aj)lj(bi) et donc

|P (bi)| ≤

 n∑
j=0

|lj(bi)|

Na(P ) ≤ max
0≤k≤n

 n∑
j=0

|lj(bk)|

Na(P ).

D’où :
∀P ∈ E, Nb(P ) ≤MNa(P )

où M = max
0≤k≤n

 n∑
j=0

|lj(bk)|

. Ceci montre, en particulier, que |||I||| ≤M .

Soit k0 tel que max
0≤k≤n

 n∑
j=0

|lj(bk)|

 =

 n∑
j=0

|lj(bk0)|

. On dé�nit alors λj pour tout j ∈ [[0, n]], par :

λj =


1 si lj(bk0) > 0
0 si lj(bk0) = 0
−1 si lj(bk0) < 0

puis on pose P (X) =
n∑

j=0

λjlj(X). Donc P (bk0) =
n∑

j=0

|lj(bk0)| et Na(P ) = max
0≤j≤n

|λj | ≤ 1. D’où :

max
0≤i≤n

n∑
j=0

|lj(bi)| =
n∑

j=0

|lj(bk0)| = P (bk0)

≤ |||I|||Na(P )

≤ |||I|||

et par conséquent |||I||| = max
0≤i≤n

n∑
j=0

∏
k 6=l

∣∣∣∣ bi − akaj − ak

∣∣∣∣.
3. Remarquons que dans ce cas, pour tout (i, j) ∈ [[0, n]]2, on a :

lj(−1− i) =
∏
k 6=j

(
−i− 1− k
j − k

)

=
(−1)n(i+ 1)...(n+ i+ 1)

(i+ j + 1)j(j − 1)...1.(−1)(−2)...(j − n)

=
(−1)j

i+ j + 1

(n+ i+ 1)!

i!

1

j!(n− j)!

=
(−1)j(n+ 1)

i+ j + 1
{n+1
n+i+1{

j
n
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Par conséquent, ∀i ∈ [[0, n]] :

∆i =
n∑

j=0

|lj(−1− i)|

= (n+ 1){n+1
n+i+1

n∑
j=0

{jn
i+ j + 1

=
(i+ 1)...(n+ i+ 1)

n!

n∑
j=0

{jn
i+ j + 1

On remarque que (∆i)0≤i≤n est croissante, en e�et, on a :

∆i+1 −∆i =
(i+ 2)...(n+ i+ 2)

n!

n∑
j=0

{jn
i+ j + 2

− (i+ 1)...(n+ i+ 1)

n!

n∑
j=0

{jn
i+ j + 1

=
(i+ 2)...(n+ i+ 1)

n!

n∑
j=0

(
n+ i+ 2

i+ j + 2
− i+ 1

i+ j + 1

)
{jn

=
(i+ 2)...(n+ i+ 1)

n!

n∑
j=0

(
n(i+ j + 1) + j

(i+ j + 2)(i+ j + 1)

)
{jn ≥ 0

D’où |||I||| = max
0≤i≤n

∆i = ∆n =
(2n+ 1)!

(n!)2

n∑
j=0

{jn
i+ j + 1

. Dans le cas de n = 2, on trouve |||I||| = 31.

4. On a ∆n =
(2n+ 1)!

(n!)2

n∑
j=0

{jn

∫ 1

0
xn+jdx =

(2n+ 1)!

(n!)2

∫ 1

0
xn

n∑
j=0

{jnx
jdx = {n2n+1In où

In = (n+ 1)

∫ 1

0
xn(1 + x)ndx.

Avec le changement de variable v = x(1 + x), c’est-à-dire x =

√
4v + 1− 1

2
, on a In =

∫ 2

0

(n+ 1)vn√
4v + 1

dv, puis par

intégration par parties, on trouve :

In =

[
vn+1

√
4v + 1

]2
0

+ 2

∫ 2

0

vn+1

(4v + 1)
3
2

dv

=
2n+1

3
+ 2

∫ 2

0

vn+1

(4v + 1)
3
2

dv

De plus, 0 ≤
∫ 2

0

vn+1

(4v + 1)
3
2

dv ≤
∫ 2

0
vn+1dv =

2n+2

n+ 2
et donc In ∼

2n+1

3
. Ainsi, à l’aide de la formule de Stirling 1,

∆n ∼
2

3
2n{n2n+1 ∼

4

3
√
π

23n√
n
.

Exercice III

1.
2.

1. La formule de Stirling n! ∼
√
2πne−nnn
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3. Soient P et Q des polynômes de degrés respectifs d et r, tels que P =

d∑
i=0

aiX
i et Q =

r∑
j=0

ajX
j . On alors :

|bc(P,Q)| = |P (c)||Q(c)|

=

∣∣∣∣∣
d∑

i=0

aic
i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

r∑
j=0

bjc
j

∣∣∣∣∣∣
≤

(
d∑

i=0

|ai||c|i
) r∑

j=0

|bj ||c|j


≤ ‖P‖‖Q‖

(
d∑

i=0

|c|i
) r∑

j=0

|c|j


≤ ‖P‖‖Q‖1− |c|d+1

1− |c|
1− |c|r+1

1− |c|

Puis comme |c| < 1, alors pour tout couple (P,Q) ∈ E × E, on a :

|bc(P,Q)| ≤
(

1

1− |c|

)2

‖P‖‖Q‖.

On en déduit que bc est continue et que |||bc||| ≤
(

1

1− |c|

)2

.

Pour montrer l’égalité dans l’autre sens, on considère, pour tout entier n ≥ 1, le polynôme P dé�nie par Pn =
1 +X + ...+Xn, donc on a :

bc(Pn, Pn) =

(
n∑

k=0

ck

)2

=

(
1− cn+1

1− c

)2

puis comme |bc(Pn, Pn)| ≤ |||bc|||‖Pn‖2 et comme ‖Pn‖ = 1, alors pour tout entier n ≥ 1, on a :(
1− cn+1

1− c

)2

≤ |||bc|||.

Donc en faisant tendre n vers l’in�ni, on aura pour c ∈ [0, 1[,(
1

1− c

)2

≤ |||bc|||.

En considérant maintenant le polynômeQn dé�ni pour tout n ≥ 1, parQn = 1−X+X2...+(−1)nXn. On montre
de la même manière que pour c ∈]− 1, 0], on a :(

1

1 + c

)2

≤ |||bc|||.

Donc �nalement, on a :

≤ |||bc||| =
(

1

1− |c|

)2

.
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