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N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

Exercice I

1. Cas a = c.

A =

(
a b
0 a

)
, An =

(
an nan−1b
0 an

)
, exp(A) =

(
ea bea

0 ea

)
.

Cas a 6= c.

An =

(
an αn
0 cn

)
, avec αn = b(an−1c0 + an−2c+ ...+ a0cn−1) = b

an − cn

a− c
et exp(A) =

(
ea x
0 ea

)
où

x = b
ea − ec

a− c
.

2. SoientA =

(
a b
0 c

)
etA′ =

(
a′ b′

0 c′

)
de T . Si exp(A) = exp(A′) alors par identi�cation des coe�cients diagonaux,

on obtient a = a′ et c = c′.
Dans le cas a = c, l’identi�cation du coe�cient d’indice (1, 2) donne bea = b′ea

′
d’où b = b′.

Dans le cas a 6= c, la même identi�cation donne

b
ea − ec

a− c
= b′

ea
′ − ec′

a′ − c′

et à nouveau b = b′.
Ainsi, l’application exp : T → T+ est injective.

Considérons maintenant B =

(
α β
0 γ

)
∈ T+.

Si α = γ alors pour a = ln(α) et b =
β

α
, on obtient A ∈ T véri�ant exp(A) = B.

Si α 6= γ alors pour a = ln(α), c = ln(γ) et b = β
a− c
α− γ

, on obtient A ∈ T véri�ant exp(A) = B.

Ainsi, l’application exp : T → T+ est surjective.

Exercice II

1. Si la suite de terme général zn = eia lnn convergeait, alors il en serait de même de sa suite extraite de terme général

z2k = eika ln 2 =
(
eia ln 2

)k
(c’est une suite géométrique avec une raison de module 1), ce qui entraînerait a ln 2 ∈

2πZ, en considérant la suite extraite (z3k), on aurait a ln 3 ∈ 2πZ, et le rapport
ln 3

ln 2
serait rationnel (absurde : de

ln 2

ln 3
=
p

q
, on tirerait 3p = 2q).

2. La fonction f est de classe C 1 avec f ′(t) =
ia− 1

t2
eia ln t. Pour t ∈ [k, k+1], on a |f ′(t)| ≤ M

k2
avecM = |ia−1| =√

a2 + 1, donc |f(t)− f(k)| ≤ M

k2
(t− k).

3. (a) Pour tout k ∈ N∗, on a :

|vk − uk| =
∣∣∣∣∫ k+1

k
f(t)− f(k)

∣∣∣∣dt ≤ ∫ k+1

k
|f(t)− f(k)|dt ≤ M

k2

∫ k+1

k
(t− k)dt = M

2k2
.
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(b) D’après l’inégalité de la question précédente, la série de terme général vk − uk étant absolument convergente,

on en déduit que les séries
∑
k∈N∗

uk et
∑
k∈N∗

vk sont de même nature. Or,

∫
1

t
eia ln tdt =

∫
eiaudu =

1

ia
eiau =

1

ia
eia ln t,

donc
n∑
k=1

vk =

∫ n+1

1
f(t)dt =

1

ia

(
eia ln(n+1) − 1

)
.

Or, cette dernière expression n’a pas de limite quand n tend vers∞ ( d’après la première question ). La série∑
n∈N∗

vn est donc divergente, donc
∑
n∈N

un diverge aussi.

Posons Sn =
n∑
k=1

uk et Tn =
n∑
k=1

vk. On a obtenu Tn =
1

ia

(
eia ln(n+1) − 1

)
, donc |Tn| ≤

2

|a|
, donc les sommes

partielles de la série
∑
k∈N∗

vk sont bornées. Comme |Sn−Tn| ≤
n∑
k=1

|uk−vk| ≤
M

2

n∑
k=1

1

k2
, les sommes partielles

Sn sont aussi bornées.

4. Il su�t d’appliquer le résultat avec un =
1

n
eia lnn et an =

1

lnn
pour déduire que la série

∑
n∈N∗

eia lnn

n lnn
. est conver-

gente.

Problème

1. Une norme utile sur Mp(R)
1. On sait que les applications{

Mp(C)→Mp(C)n
A 7→ (A,A, ..., A)

et
{

Mp(C)n →Mp(C)
(A1, A2, ..., An)) 7→ A1A2...An

sont continues ( la première est linéaire, la deuxième est n-linéaire et elles démarrent des espaces de dimensions
�nis). Donc par une récurrence et par composition, A 7→ An est continue pour tout n ∈ N. Par somme de fonctions

continues, A 7→
n∑
i=0

λiA
i est continue sur Mp(C). Par restriction à Mp(R), fP est continue sur Mp(R).

2. • Linéarité à droite : soient A,B,C ∈Md(R) et λ, µ ∈ R.

tr(tA(λB + µC)) = tr(λtAB + µtAC)

= λ tr tAB + µ tr tAC (linéarité de tr)

• Symétrie : tr(tBA) = tr(t(t(BA)) = tr(tAB) car tr tM = trM , t(tM) =M et t(MN) = tN tM ).
• La symétrie et la linéarité à droite impliquent la linéarité à gauche.

• Dé�nie positif : en posant tAA = (cij)1≤i,j≤p, on a cij =
p∑

k=1

a2ki. D’où tr
(
tAA

)
=

p∑
i=1

p∑
k=1

a2ki qui est toujours

positif. De plus, tr(tAA) est nul si, et seulement si, aki = 0 pour tout (k, i) ∈ [[1, p]]2, c’est-à-dire si, et seulement
si, A est nulle.

3. Pour tout (i, j) ∈ [[1, p]]2, on a :

a2ij ≤
p∑

k=1

p∑
l=1

a2kl = ‖A‖2,

d’où
|aij | ≤ ‖A‖.
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4. Posons B = (bij)1≤i,j≤p. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans Rp, on a :(
p∑

k=1

aikbkj

)2

≤

(
p∑

k=1

a2ik

)(
p∑
l=1

b2lj

)
.

Ainsi,
p∑

i,j=1

(
p∑

k=1

aikbkJ

)2

≤
p∑

i,j=1

(
p∑

k=1

a2ik

)(
p∑
l=1

b2lj

)
=

 p∑
i,k=1

a2ik

 p∑
l,j=1

b2lj

 .

D’où ‖AB‖2 ≤ ‖A‖2‖B‖2 ou encore ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.
5. D’après la question précédente, ‖A2‖ ≤ ‖A‖2 et par une récurrence sur n ∈ N,

‖An‖ = ‖An−1A‖ ≤ ‖An−1‖‖A‖ ≤ ‖A‖n.

2. Séries de matrices

1. D’autre part, pour tout r ∈]0, R[ et pour tout A ∈ Mp(R) tel que ‖A‖ < r, on a ‖anAn‖ ≤ |an|rn et
∑
n∈N
|an|rn

converge. D’où :

∀A ∈ B(0, r), ‖Rn(A)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

akA
k

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

k=n+1

|ak|rk.

Le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers l’in�ni, donc la série
∑
n∈N

anA
n converge uniformément sur tout

compact de la boule B. De plus, les fonctions A 7→ anA
n étant continues, donc on peut conclure que l’application

A 7→ ϕ(A) est continue sur B.
2. (a) On considère la partie E de N, dé�nie par :

E =
{
n ∈ N∗

∣∣∣ (Ak)0≤k≤n−1 est libre
}
.

• E est non vide car contient 1, puisque A0 = Ip est non nul, donc la famille (A0) est libre.
• E est borné carE ⊂ [[1, p2]], en e�et, pour toutn ≥ p2, la famille (Ak)0≤k≤p2 est liée car contientn ≥ p2+1

éléments appartenant à un espace de dimension p2.
Soit r = maxE ∈ [[1, p2]]. Alors (Ak)0≤k≤r−1 est libre car r ∈ E et (Ak)0≤k≤r est liée par maximalité de r.

(b) Soit V = Vect(Ak)k∈N. C’est un sous-espace vectoriel de Mp(C). Montrons que F = (Ak)0≤k≤r−1 est une
base de V .
Les éléments de F sont dans V . La famille F est libre d’après la question précédente. Montrons qu’elle est
génératrice. Soit donc V ′ = Vect(F ). Il su�t pour cela de montrer que tous les An appartiennent à V ′ lorsque
n ≥ r.
Montrons d’abord que Ar ∈ V ′. Puisque (Ip, A

1, . . . , Ar) est liée, il existe λ0, . . . , λr ∈ C non tous nuls tels

que
r∑

k=0

λkA
k = 0. Par liberté de la famille (Ip, A

1, . . . , Ar−1), λr 6= 0. D’où Ar = − 1

λr

r−1∑
k=0

λkA
k et donc

appartient à V ′. En particulier, Vect(Ip, A1, . . . , Ar) = V ′.
Montrons ensuite que An ∈ V ′ pour tout n ≥ r par récurrence sur n. C’est fait si n = r. Supposons que
c’est vrai pour un entier n ≥ r. Alors An+1 = AAn et An ∈ V ′ = Vect(Ip, A

1, . . . , Ar−1). Donc An+1 ∈
Vect(A1, . . . , Ar) ⊂ V ′. On a bien V ′ = V .

(c) Puisque F est une base de V , l’application
% : V → R+

B 7→ %(B) =

r−1∑
k=0

|αk|
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où B =
r−1∑
k=0

αkA
k est bien dé�nie et est une norme sur V .

Puisque V est de dimension �nie, toutes les normes sur V sont équivalentes, en particulier % et la restriction de
‖ · ‖ à V . D’où l’existence d’une constante C > 0 telle que % ≤ C‖ · ‖.

En particulier, puisque An =
r−1∑
k=0

λk,nA
k, on a :

r−1∑
k=0

|λk,n| ≤ C‖An‖.

(d) Soit k ∈ [[1, r − 1]]. On a

|anλk,n| ≤ |an|
r−1∑
i=0

|λi,n| ≤ C|an|‖An‖ ≤ C|an|‖A‖n.

Or |an|‖A‖n est le terme général d’une série positive convergente car ‖A‖ < R. Ainsi la série de terme général
anλk,n converge absolument dans C, donc converge.

(e) Puisque V est un espace vectoriel normé de dimension �nie, il est fermé dans Md(R). D’après la question

2.2.2b,
n∑
k=0

akA
k appartient à V pour tout n. Donc sa limite ϕ(A) appartient aussi à V .

Puisque F est une base de V , il existe une unique famille (α0, . . . , αr−1) ∈ Cr telle que ϕ(A) =
r−1∑
k=0

αkA
k. Le

polynôme P =

r−1∑
k=0

αkX
k ∈ C[X] convient et est unique par unicité de la famille (α0, . . . , αr−1).

(f) On sait que la série
∑
n∈N

1

n!
zn converge pour tout z ∈ C. Un calcul immédiat donne A2 = A, et donc An = A

pour tout n ≥ 1 par récurrence immédiate. Donc
∞∑
n=0

1

n!
An = Ip +

+∞∑
n=1

1

n!
A

= Ip +

( ∞∑
n=0

1

n!
− 1

)
A

= Ip + (e− 1)A

=

 1 1− e 1− e
e− 1 1 e− 1
1− e 1− e 2e− 1


3. Montrons d’abord que ϕ coïncide avec une fonction polynomiale sur son domaine de dé�nition si et seulement si

an est nul à partir d’un certain rang. En particulier, ϕ est elle-même polynomiale et donc la série
∑
n∈N

anz
n converge

pour tout z ∈ C.
L’implication réciproque est évidente, pour cela il su�t de prendre ϕ = P .
Réciproquement, on suppose

∑
n∈N

anz
n converge sur un disque ouvert D(0, R) où R > 0 et que A 7→ ϕ(A) est de

la forme A 7→ P (A) pour un certain P ∈ C[X].

Soit x ∈
[
0,

R
√
p

[
. (Avec la convention

R
√
p
= +∞ si R = +∞.) Alors ‖xIp‖ = x

√
p < R car ‖Ip‖ =

√
p. Donc

P (x)Ip = P (xIp) = ϕ(xIp) =
∞∑
n=0

anx
nIp = ϕ(x)Ip.
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Ainsi, ϕ(x) = P (x) pour tout x ∈
[
0,

R
√
p

[
⊂ [0, R[. Par unicité, les coe�cients de φ sont ceux de P , qui sont nuls

à partir d’un certain rang. Donc φ est polynomiale.

3. Deux applications

A-Première application : une formule de trigonométrie matricielle

1. Soient
∑
n∈N

an,
∑
n∈N

bn deux séries complexes absolument convergentes. Alors la série de terme général
n∑
k=0

akbn−k

converge absolument et ( ∞∑
n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

akbn−k

)
.

2. Pour tout n ∈ N, on a : ∥∥∥∥∥
n∑
k=0

AkBn−k

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
k=0

‖AkBn−k‖ ≤
n∑
k=0

‖Ak‖‖Bn−k‖.

Mais d’après le résultat sur les séries de nombres complexes la série
∑
n∈N

(
n∑
k=0

‖Ak‖‖Bn−k‖

)
est convergente.

Le théorème sur la comparaison des séries a�rme que la série
∑
n∈N

(
n∑
k=0

‖AkBn−k‖

)
converge ce qui est bien la

convergence absolue de
∑
n∈N

(
n∑
k=0

AkBn−k

)
.

D’autre part, ∀n ∈ N, on a :(
N∑
n=0

An

)(
N∑
n=0

Bn

)
−

N∑
n=0

(
n∑
k=0

AkBn−k

)
=

∑
0≤i,j≤N,i+j>N

AiBj

et donc ∥∥∥∥∥
(

N∑
n=0

An

)(
N∑
n=0

Bn

)
−

N∑
n=0

(
n∑
k=0

AkBn−k

)∥∥∥∥∥ ≤ ∑
0≤i,j≤N,i+j>N

‖Ai‖.‖Bj‖ = αn (∗)

où αn =

(
N∑
n=0

‖An‖

)(
N∑
n=0

‖Bn‖

)
−

N∑
n=0

(
n∑
k=0

‖Ak‖.‖Bn−k‖

)
.

D’après le théorème sur les séries de nombres complexes le dernier terme tend vers 0 quandN tend vers +∞ et donc
le terme à droite dans l’inégalité (∗) tend vers 0 quand N tend vers +∞. Puisque les trois séries sont convergentes,
alors ( ∞∑

n=0

An

)( ∞∑
n=0

Bn

)
=

( ∞∑
n=0

n∑
k=0

AkBn−k

)
.

3. Soient A,B ∈ Mp(R). Puisque la série dé�nissant l’exponentielle
∑
n∈N

zn

n!
converge pour tout z ∈ C, les séries de

terme général
(iA)n

n!
et

(iB)n

n!
convergent absolument car

∥∥∥∥(iA)nn!

∥∥∥∥ ≤ ‖A‖nn!
et
‖A‖n

n!
terme général d’une série

absolument convergente.

En vertu du résultat précédent, la série de terme général
n∑
k=0

(iA)k

k!

(iB)n−k

(n− k)!
converge absolument et

( ∞∑
n=0

n∑
k=0

(iA)k

k!

(iB)n−k

(n− k)!

)
=

( ∞∑
n=0

(iA)n

n!

)( ∞∑
n=0

(iB)n

n!

)
= exp(iA) exp(iB).
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D’autre part, si A et B commutent il est de même de iA et iB, en vertu de la formule du binôme,

(iA+ iB)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(iA)k(iB)n−k = in

n∑
k=0

(
n

k

)
(iA)k(iB)n−k

pour tout N ∈ N. Ainsi,

N∑
n=0

n∑
k=0

(iA)k

k!

(iB)n−k

(n− k)!
=

N∑
n=0

in
n∑
k=0

1

n!

(
n

k

)
AkBn−k =

N∑
n=0

in

n!
(A+B)n,

suite qui converge vers exp i(A+B) par dé�nition de l’exponentielle de matrice. On a donc

exp i(A+B) = exp iA exp iB

pour tout (A,B) ∈Mp(R) tel que AB = BA.

4. D’après la règle de d’Alembert, les séries
∑
n∈N

(−1)n x2n

(2n)!
et
∑
n∈N

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
convergent pour tout x ∈ R.

D’après la question 2.2.2e, cos(A) et sin(A) existent et sont des polynômes enA, donc commutent. Par conséquent,

cos2(A) + sin2(A) = (cos(A) + i sin(A))(cos(A)− i sin(A))

=

( ∞∑
n=0

[
i2n

(2n)!
A2n +

i2n+1

(2n+ 1)!
A2n+1

])( ∞∑
n=0

[
i2n

(2n)!
A2n − i2n+1

(2n+ 1)!
A2n+1

])
= (exp iA)(exp−iA) = exp 0 = Ip.

car
∞∑
n=0

[
i2n

(2n)!
A2n − i2n+1

(2n+ 1)!
A2n+1

]
=
∞∑
n=0

[
1

(2n)!
(−iA)2n + 1

(2n+ 1)!
(−iA)2n+1

]
.

B-Seconde application : le théorème de Cayley-Hamilton

1. Le résultat est évident siA = 0. On suppose doncA 6= 0. SoitR >
1

‖A‖
et θ ∈ R. On note z = Reiθ . Donc z 6= 0. De

plus,
∥∥∥∥1zA

∥∥∥∥ =
1

R
‖A‖ < 1. D’après le cours, Ip−

1

z
A est inversible d’inverse

∞∑
n=0

1

zn
An. Donc zIp−A = z(Ip−

1

z
A)

est inversible d’inverse
1

z

∞∑
n=0

1

zn
An. On a bien pour R > ‖A‖ :

(ReiθIp −A)−1 = (Reiθ)−1
∞∑
n=0

(Reiθ)−nAn.

2. Soit R > ‖A‖. Considérons pour tout k ∈ N la fonction

uk : [0, 2π] → Mp(C)

β 7→
(
Reiθ

)−k
Ak

Les fonctions uk sont continues par composition. La série de fonctions
∑
k∈N

uk converge normalement sur [0, 2π] car

‖uk‖∞ = R−k‖Ak‖ ≤
(
‖A‖
R

)k
, terme général d’une série géométrique convergente (car

‖A‖
R
∈ [0, 1[).

On en déduit la continuité sur [0, 2π] de

θ 7→
(
Reiθ

)−1 ∞∑
n=0

(
Reiθ

)−n
An =

(
ReiθId −A

)−1
.
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En particulier, θ 7→
(
Reiθ

)n (
ReiθIp −A

)−1
est continue pour tout n ∈ N, ce qui justi�e l’existence de l’intégrale.

Par convergence normale sur un segment, on peut permuter les symboles
∫

et
∑

:

1

2π

∫ 2π

0

(
Reiθ

)n−1 ∞∑
k=0

(
Reiθ

)−k
Akdθ =

∞∑
k=0

(
1

2π

∫ 2π

0
ei(n−k−1)θdθ

)
Rn−k−1Ak.

Or
1

2π

∫ 2π

0
ei(n−k−1)θdθ = δk,n−1. Il ne reste donc que An−1 dans la somme, d’où

1

2π

∫ 2π

0

(
Reiβ

)n (
ReiβIp −A

)−1
dβ = An−1.

3. D’après les questions précédentes, pour R > ‖A‖,

χA(A) =
d∑
p=0

apA
p =

d∑
p=0

ap
1

2π

∫ 2π

0
(Reiθ)p+1(ReiθId −A)−1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
(Reiθ)

 d∑
p=0

ap(Re
iθ)p

 (ReiθId −A)−1dθ

=
1

2π

∫ 2π

0
(Reiθ)χA(Re

iθ)(ReiθId −A)−1dθ.

4. Pour M ∈Md(C) inversible, on a tComM = (detM)M−1. D’où pour R > ‖A‖,

χA(Re
iθ) = (ReiθId −A)−1 = tCom(ReiθId −A).

D’après la question précédente, χA(A) =
1

2π

∫ 2π

0
Reiθ tCom(ReiθId − A)dθ. Puisque les coe�cients de tComM

sont des déterminants d’ordre d − 1 extraits de M , et qu’ils sont donc polynomiaux en les coe�cients de M , l’ap-
plication θ 7→ tCom(ReiθId − A) est polynomiale en eiθ . On écrit tCom(ReiθId − A) = (αi,j(θ))i,j , de sorte
que

χA(A)i,j =
R

2π

∫ 2π

0
eiθαi,j(θ)dθ.

Puisque eiθαi,j(θ) =
n∑
p=1

λpe
ipθ et que

∫ 2π

0
eipθdθ = 0, on a bien (χA(A))i,j = 0 pour tout (i, j) ∈ [[1, d]]2, et donc

χA(A) = 0.

• • • • • • • • ••
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