DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir surveillé n°04
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice I
1. Casa=c.
_fa b n_ (a® na"! ~(e" be”
A_<0 a>’A <0 a”  exp(4) = 0 e
Casa # c.
n n__ .n a
A" = (ao an)’ avec ay, = b(a" ' +a" e+ . +a ) = b —C et exp(A) = (eo ;) ou
v bea _ eC
a—c
!/ /
2. Soient A = <g I;) et A = (C(L) IC),> deT.Siexp(A) = exp(A’) alors par identification des coefficients diagonaux,

on obtient a = a’ et ¢ = .

!
Dans le cas a = ¢, I'identification du coefficient d’indice (1,2) donne be® = b'e® d'oub = b/
Dans le cas a # ¢, la méme identification donne

’ /

a’ _ ¢

a C
e’ —e ,€
b =b

a—c a —c

et a nouveau b = b/
Ainsi, lapplication exp : T — T est injective.

Considérons maintenant B = <(g f) eTt.

Si v =y alors pour @ = In(«) et b = é on obtient A € T vérifiant exp(A) = B.
«

Si o # y alors pour a = In(«), ¢ = In(y) etb = 8 i , on obtient A € T vérifiant exp(A) = B.
a—7

Ainsi, Iapplication exp : T' — T est surjective.

Exercice II

ialnn

1. Sila suite de terme général z, = e convergeait, alors il en serait de méme de sa suite extraite de terme général

. . k
Zop = eFaln? — (em 1“2) (C’est une suite géométrique avec une raison de module 1), ce qui entrainerait aln2 €
In3
2707, en considérant la suite extraite (z3x), on aurait aln3 € 27Z, et le rapport ln—z serait rationnel (absurde : de
n
In2
ns_ 13, on tirerait 3¥ = 29).
In3 ¢
. 1 / ia—1 talnt / M .
2. Lafonction f est de classe € avec f'(t) = e .Pourt € [k, k+1],ona|f'(t)| < 2 avec M = |ia—1| =
M
Va2 +1,donc |f(t) — f(k)] < ﬁ(t — k).
3. (a) Pourtoutk € N*,ona:

k+1 k+1 k+1
o=l = | [ s - s ar< [0 - wlae < g [ - mar= 5,
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(b) D’apres I'inégalité de la question précédente, la série de terme général vy, — uy étant absolument convergente,

on en déduit que les séries E uy, et E v sont de méme nature. Or,
keN* keN*

/lemlntdt — /eiaudu — ieiau — leialnt
t ia ia ’

donc )
n n4+ 1 A
_ — = ([ faln(n+1) _
kg_l Vg /1 f(t)dt o (e 1) .

Or, cette derniére expression n’a pas de limite quand n tend vers oo ( d’aprés la premiére question ). La série

g vy, est donc divergente, donc g Uy, diverge aussi.
neNx neN

n n
1
Posons S,, = Z up et = Z vg. Onaobtenul,, = —

) 2

<e’aln("+1) — 1), donc |T,| < —, donc les sommes
ia la

k=1 k=1

M

n n
1
partielles de la série Z vy, sont bornées. Comme |S,, — T,,| < Z lug —vg| < > Z =k les sommes partielles
keN* k=1 k=1
S,, sont aussi bornées.
1 . 1 eizz Inn
4. 1l suffit d’appliquer le résultat avec u,, = —e'*"" et a,, = oy, Pour déduire que la série
n nn

. est conver-

nlnn
neN*

gente.

Probléme

1. Une norme utile sur .Z,(R)

1. On sait que les applications

Mp(C) — M (C)" Mp(C)" — AM,(C)
{ Acs (A A A) { (Ay, Ag, s Ay)) = A1 Ag.. Ay

sont continues ( la premiére est linéaire, la deuxiéme est n-linéaire et elles démarrent des espaces de dimensions
finis). Donc par une récurrence et par composition, A — A" est continue pour tout n € N. Par somme de fonctions

n
continues, A — Z A\ A’ est continue sur .#,(C). Par restriction a .#,(R), fp est continue sur .2, (R).
1=0
2. e Linéarité a droite : soient A, B,C' € #3(R) et \, u € R.

tr(PAAB + uC)) = tr(NAB + 1'AC)
Mr!AB + ptr'AC (linéarité de tr)

e Symétrie : tr(*BA) = tr(*(*(BA)) = tr(*AB) car tr'M = tr M, "(*M) = M et '(MN) = *N'M).
e La symétrie et la linéarité a droite impliquent la linéarité a gauche.
P PP
e Définie positif : en posant "AA = (c;j)1<i j<p, onacy; = Z a2, Dol tr (*fAA) = Z Z a3; qui est toujours
k=1 i=1 k=1
positif. De plus, tr(*A A) est nul si, et seulement si, az; = 0 pour tout (k, i) € [1,p]?% c’est-a-dire si, et seulement
si, A est nulle.
3. Pour tout (i, ) € [1,p]% ona:

p
af <Y ap =A%

P
k=11=1

d’ou
laij| < || All-
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4. Posons B = (b;j)1<i j<p. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”, on a :

(S = (£) (£%)

i (:laz‘kbw>2 < ij <i a§k> (lz: bz%) = i ag, i bi;

ij=1 ij=1 \k=1 ik=1 1j=1

D'ou | AB||* < || A|]?|| BI|* ou encore | AB| < [|A]||| B.
5. D’aprés la question précédente, || A?|| < ||A||* et par une récurrence sur n € N,

Ainsi,

|A™| =A™ AL < [ APHIA] < | Al™
2. Séries de matrices

1. D’autre part, pour tout 7 €]0, R| et pour tout A € .#,(R) tel que ||A]| < r, on a [|a, A"|| < |a,|r" et Z |an|r™

neN
converge. D’ou :
. o0 o0
VA€ B(O,r), |Ra(A = Y ad®| < > |ax|r*.
k=n-+1 k=n-+1

Le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers 'infini, donc la série E an, A" converge uniformément sur tout

neN
compact de la boule Z. De plus, les fonctions A — a, A" étant continues, donc on peut conclure que I'application

A — ¢(A) est continue sur Z.
2. (a) On considere la partie E/ de N, définie par :

E:{nEN*

(Ak)ggkgn_l est libre } .

e [ est non vide car contient 1, puisque AY = I, est non nul, donc la famille (AO) est libre.

e Eestbornécar E C [1,p?], eneffet, pour tout n > p?, la famille (Ak)ogkgpz est liée car contientn > p*+1
éléments appartenant 4 un espace de dimension p°.

Soitr = max E € [[l,pz]]. Alors (Ak)ogkg,l estlibrecarr € E et (Ak)ogkgr est liée par maximalité de r.
(b) Soit V = Vect(A")ren. Cest un sous-espace vectoriel de .#,(C). Montrons que .# = (A¥)g<p<,_1 est une

base de V.

Les éléments de .# sont dans V. La famille .% est libre d’apres la question précédente. Montrons qu’elle est

génératrice. Soit donc V/ = Vect(.%). Il suffit pour cela de montrer que tous les A" appartiennent a V' lorsque

n>r.
Montrons d’abord que A" € V. Puisque (I, Al . A7) est liée, il existe g, ..., A\, € C non tous nuls tels
T r—1
1
que Z ALAF = 0. Par liberté de la famille (I, A',..., A""1), \, # 0. Dot A" = - Z M\ A¥ et donc
k=0 " k=0

appartient 2 V'. En particulier, Vect(I,, A,..., A") = V.
Montrons ensuite que A" € V' pour tout n > 7 par récurrence sur n. C'est fait si n = r. Supposons que
C’est vrai pour un entier n > r. Alors A" = AA" et A" € V' = Vect(1, Al AT Done A €
Vect(Al,...,A") C V'.Onabien V' = V.

(c) Puisque .# est une base de V, 'application

o: V. - R*

r—1
B~ oB)=Y_ ol
k=0
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r—1
ouB = E akAk est bien définie et est une norme sur V.

k=0
Puisque V est de dimension finie, toutes les normes sur V' sont équivalentes, en particulier g et la restriction de

|| - || @ V.D’ou lexistence d’une constante C' > 0 telle que o < C| - ||.

r—1
En particulier, puisque A" = Z )\kynAk ,ona:
k=0

r—1
> Pl < CJIA™.
k=0
(d) Soitk € [1,7 —1].Ona
r—1
|anAkn] < lan] Y Pinl < Clan|[[A™]| < Clanl[|A]™
i=0

Or |ay]|||A|" est le terme général d’une série positive convergente car ||A|| < R. Ainsi la série de terme général
an Ak, converge absolument dans C, donc converge.
(e) Puisque V' est un espace vectoriel normé de dimension finie, il est fermé dans .#;(R). D’aprés la question

n
2.2.2b, Z a A¥ appartient 2 V' pour tout n. Donc sa limite ©(A) appartient aussia V.
k=0

r—1
Puisque .# est une base de V/, il existe une unique famille (o, ..., a,—1) € C" telle que p(A) = Z o AR Le
k=0

r—1
polynéme P = Z o X" € C[X] convient et est unique par unicité de la famille (ay, . .., 1)
k=0 1
(f) On sait que la série Z —'z” converge pour tout z € C. Un calcul immédiat donne A? = A, et donc A" = A
neN -
pour tout n > 1 par récurrence immédiate. Donc

o0

1 g |
n —
n!A o Ip+zln!A
n=

=1
- Ip+(zm—1>A
n=0
= I,+(e—1)A
1 l—-e 1-—ce¢
= e—1 1 e—1
l—e 1—e 2e—1

n=0

3. Montrons d’abord que ¢ coincide avec une fonction polynomiale sur son domaine de définition si et seulement si
ay, est nul a partir d’un certain rang. En particulier, ¢ est elle-méme polynomiale et donc la série g a,z" converge

neN
pour tout z € C.

L’implication réciproque est évidente, pour cela il suffit de prendre ¢ = P.

Réciproquement, on suppose Z anz" converge sur un disque ouvert D(0, R) ou R > 0 et que A — ¢(A) est de

neN
la forme A — P(A) pour un certain P € C[X].

R R
Soitz € {0, \7 [ (Avec la convention \7 = 400 si R = +00.) Alors ||z1,|| = /p < R car ||I,|| = /p. Donc
p p

[e.e]

P(x)I, = P(zly) = p(xI,) = Z anx"Ip = p(x)I,.

n=0
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R
Ainsi, p(x) = P(z) pour tout x € {0, 7 [ C [0, R[. Par unicité, les coefficients de ¢ sont ceux de P, qui sont nuls
p

a partir d’un certain rang. Donc ¢ est polynomiale.
3. Deux applications

A-Premiére application : une formule de trigonométrie matricielle

n

1. Soient Z s Z by, deux séries complexes absolument convergentes. Alors la série de terme général Z apbn—k

neN neN k=0
converge absolument et
(o] [o¢]
(o) () =32 (o)
n=0 n=0 n=0
2. Pourtoutn € N,ona:
n n n
> AeBuog| <D I1ABu—kll <D 1Ak Brkll-
k=0 k=0 k=0

n
Mais d’aprés le résultat sur les séries de nombres complexes la série Z (Z \|Ak|\||Bn_k|]> est convergente.
neN \k=0

Le théoréme sur la comparaison des séries affirme que la série Z <Z ||Aan_k||> converge ce qui est bien la

k=0
convergence absolue de Z (Z Aan_k> )

neN \k=0
D’autre part, Vn € N,on a:

B ) )5,

n=0 n=0 0<i,j<N,i+j>N

(350) (35) -2 (o)

ol ay, = (?%HATLH) (;V%HBTLH) —;V:O (;HA/CH-!BnkH)-

D’apreés le théoréme sur les séries de nombres complexes le dernier terme tend vers 0 quand /N tend vers +00 et donc
le terme a droite dans I'inégalité (x) tend vers 0 quand NNV tend vers +oco. Puisque les trois séries sont convergentes,
alors

neN

< D AlIB = an (%)

0<i,j<N,i+j>N

(550 (5] ()

z
3. Soient A, B € .#,(R). Puisque la série définissant I’exponentielle Z — converge pour tout z € C, les séries de
n!

neN
(@A™  (@B)" <A 1A
n! n! -

n! n!

(A)"

n.

terme général et convergent absolument car terme général d’une série

absolument convergente.

(iA)* @B)"*
k! (n—k)!

En vertu du résultat précédent, la série de terme général Z converge absolument et

k=0

Ay (@B)"* L (GA) [ (iB)" . .
<ZZ k! n—)k)'> - (Z (n')> <Z (n')> = exp(iA) exp(iB).

n=0 k=0 n=0 n=0
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D’autre part, si A et B commutent il est de méme de i A et i B, en vertu de la formule du bindme,

iavimr =3 (F)aarusy— =iy (1) aaromr

k=0 k=0
pour tout NV € N. Ainsi,
N n . . N n N
(AP (B &L I e e

suite qui converge vers exp i(A + B) par définition de 'exponentielle de matrice. On a donc
expi(A+ B) =expiAexpiB

pour tout (A4, B) € #,(R) tel que AB = BA.
:L,Qn x2n+1
. D’apreés la régle de d’Alembert, les séries %(—1)”(271)' et %(_1)71(%%{—1)'
n n
D’aprés la question 2.2.2e, cos(A) et sin(A) existent et sont des polyndémes en A, donc commutent. Par conséquent,

convergent pour tout z € R.

cos?(A) +sin?(A) = (cos(A) +isin(A))(cos(A) — isin(A))

B i Z‘2n A2n_|_ Z~2n+1 A2n+1 i i2n A2n_ 2‘2n+1 A2n+1
= Z (2n)! (2n +1)! —~ (2n)! (2n 4 1)!

= (expiA)(exp—iA) =exp0 = I,.

o0 i2n . j2n+1 . o0 1 . . 1 ‘ .
w3 [ = ™ = X[m0 o]

n=0

B-Seconde application : le théoréme de Cayley-Hamilton

. Lerésultat est évident si A = 0. On suppose donc A # 0. Soit R > —H ” et € R.Onnote z = Re? . Donc z # 0. De
us, || -A|| = .D’apres le cours, — A est inversible d’inverse E .Donc z =z -
P z R P L = Zn b Py

I 1
est inversible d’inverse — Z — A". On a bien pour R > ||A]| :
z ="

(Re”I, — A)™' = (Re)™1 Y "(Re™) ™A™
n=0

. Soit R > || A||. Considérons pour tout k € N la fonction
ug: [0,27] — A,(C)
i0 -k k
B - (ReZ ) A
Les fonctions uj, sont continues par composition. La série de fonctions Z uy, converge normalement sur [0, 27] car
keN
A

luglloo = R7¥|| A% < <” H> terme général d’une série géométrique convergente (car HR‘ € [0, 1]).
On en déduit la continuité sur [0, 27] de

o0

(Re“") 3 (Ra@) an = (Rewld - A)fl

n=0

Année scolaire 21/22 6/7 Prof: Mohamed TARQI



DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES-MP

N\ T . -1
En particulier, 6 — (Re’e) (Rew[p — A> est continue pour tout n € N, ce qui justifie I'existence de I'intégrale.

Par convergence normale sur un segment, on peut permuter les symboles / et Z :

1 QW( o\ 0\ A T o
— [ (Be?) (Re?) " Atag = ( / cinh 1)9d9> RrR1AF,
2r J 2 2 \ar
1 T
Or o el(n—k=1)0q9 — Ok n—1. Il ne reste donc que A" ! dans la somme, d’ott
T Jo
1 2

- (re®)" (Re1, - A)fl dg = A" 1.

xa(4) = ZapA _Zap o / (Re“PH (Re®T; — A)~1do

1 .
= 5/, Rew Zap (Re“)P | (ReT; — A)~1d6
i
| N
= 5| (Re")xa(Re”)(Re"Ls — A)~1de.
0

4. Pour M € .#,(C) inversible, on a 'ComM = (det M)M . D’oti pour R > ||A]|,

xa(Re?) = (Re®I; — A)~! = Com(ReI; — A).

27
sont des déterminants d’ordre d — 1 extraits de M, et qu’ils sont donc polynomiaux en les coefficients de M, I’ap-

plication 6 — 'Com(Re®I; — A) est polynomiale en e?. On écrit '‘Com(Re®I; — A) = (;;(6))i;, de sorte
que

1 2m ) )
D’apreés la question précédente, y4(A) = — / Re® 'Com(Re?I; — A)d. Puisque les coefficients de 'ComM
0

2w
R 0

xA(A)ij = o e ;(6)do.

n 2m
Puisque e”; ;(0) = Z Ape? et que / e¢df = 0, on a bien (x4(A)); ; = 0 pour tout (i, j) € [1,d]?, et donc
0

p=1
xa(4) =0.
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