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Devoir surveillé n◦3
Correction

Exercice

1. (a) Considérons l’application д : (x ,y) 7→ x2 + y2 qui est continue de R2 dans R+. On a D =
д−1([0, 1]) et C = д−1({1}), donc D et C sont des fermés de R2.

(b) 4 = д−1[0, 1[, donc 4 est un ouvert de R2, puisque [0, 1[ est un ouvert de R+.
(c) Montrons que C est connexe par arcs. En e�et, soit A = (x1,y1) et = (x2,y2) deux points de

C , alors il existe θ1 et θ2 uniques de [0, 2π [ tels que xi = cos(θi ) et yi = sin(θi ) ( i = 1, 2 ). On
peut supposer θ1 ≤ θ2. L’application γ : [θ1,θ2] 7→ R dé�nie par γ (θ ) = (cos(θ ), sin(θ )) est
continue et γ (θ1) = A, γ (θ2) = B et ∀θ ∈ [θ1,θ2] ∈ C . Donc C est connexe par arcs.

2. D et C sont des fermés bornés de R2, donc ce sont des compacts de R2.
4 n’est pas un fermé de R+, en e�et, si on considère la suite de terme général xn = 1 −

1
n

, on a
lim
n→∞

xn = 1 et 1 < [0, 1[. Donc 4 n’est pas un compact.

3. (a) On a x 7→ f (x , 0) =



|x | si |x | ≤ 1,
1
2 (x

2 + 1) si |x | > 1.
. Le graphe de f est donc composé de segments

de droits et d’une parabole.
(b) f est continue sur 4 et R2\D comme composé de fonctions continues. Il reste à montrer la

continuité en chaque point de C . Soit (x0,y0) ∈ C . On a

lim
(x ,y)︸︷︷︸
(x,y )∈4

→(x0,y0)
f (x ,y) = lim

(x ,y)→(x0,y0)

√
x2 + y2 = f (x0,y0) = 1,

et
lim

(x ,y)︸︷︷︸
(x,y )∈R2\D

→(x0,y0)
f (x ,y) = lim

(x ,y)→(x0,y0)

1
2

(
x2 + y2 + 1

)
= 1.

Donc cette limite existe et vaut f (x0,y0) = 1,f est donc continue sur R2.
4. (a) f admet des dérivées partielles premières en tout point de 4\{(0, 0)} et on a, pour tout (x ,y) ∈

4\{(0, 0)},

∂ f

∂x
(x ,y) =

x√
x2 + y2

,
∂ f

∂y
(x ,y) =

y√
x2 + y2

.

De même en tout point de R2\4, f admet des dérivées partielles premières en tout point de
R2\4 et on a, pour tout (x ,y) ∈ R2\4,

∂ f

∂x
(x ,y) = x ,

∂ f

∂y
(x ,y) = y.

Soit maintenant (x0,y0) ∈ C . On a

∂ f

∂x
(x0,y0) = lim

h→0,h,0

f (x0 + h,y0) − f (x0,y0)

h
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si cette limite existe. Or

f (x0 + h,y0) =



√
(x0 + h)2 + y2 =

√
1 + 2x0h + h2 si x0h ≤ 0,

1
2

(
(x0 + h)

2 + y2 + 1
)
= 1 + hx0 +

h2

2
si x0h > 0.

.

lorsque h tend vers 0,
√
1 + 2x0h + h2 − 1

h
tend vers x0 et

1 + x0h + h2

2 − 1
h

tend vers x0, donc
∂ f

∂x
(x0,y0) = x0. De même

∂ f

∂y
(x0,y0) = y0.

Donc f admet des dérivées partielles premières sur R2\{(0, 0)}.

(b)
∂ f

∂x
(0, 0) est la dérivée en 0, si elle existe, de la fonction x 7→ f (x , 0) = |x |, or cette fonction

n’est pas dérivable en 0. Donc
∂ f

∂x
(0, 0) n’existe pas. De même

∂ f

∂x
(0, 0) n’existe pas.

f ne peut donc être di�érentiable en (0, 0), car si f étant di�érentiable en (0, 0) elle admettrait
des dérivées partielles en ce point.

(c) On a

∂ f

∂x
(x ,y) =




x√
x2+y2

si (x ,y) ∈ 4\{(0, 0)},

x si (x ,y) ∈ R2\{(0, 0)},
x si (x ,y) ∈ C .

De même
Soit (x0,y0) ∈ C . On a

lim
(x ,y)→(x0,y0)

∂ f

∂x
(x ,y) = lim

(x ,y)→(x0,y0)




x√
x2+y2

si (x ,y) ∈ 4\{(0, 0)},

x si (x ,y) ∈ R2\{(0, 0)},
x si (x ,y) ∈ C .

= x0

Cette limite existe donc et vaut
∂ f

∂x
(x0,y0). De même pour

∂ f

∂y
(x0,y0). Donc

∂ f

∂x
et
∂ f

∂y
sont

continues en tout point de C .
(d) Les fonctions (x ,y) 7→ x√

x2+y2
et (x ,y) 7→ x sont continues respectivement en tout point de

4\{(0, 0)} et R2\4 comme composé et produits des fonctions continues. D’après c)
∂ f

∂x
est

continue en tout point de C , par suite
∂ f

∂x
est continue en tout point de R2\{(0, 0)}. De même

∂ f

∂y
est continue sur R2\{(0, 0)}.

(e) f admet des dérivées partielles continues surR2\{(0, 0)}, donc elle est di�érentiable surR2\{(0, 0)}.

Problème

Première partie
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1. Les coe�cients deA = (aij )1≤i,j≤n et de B = (bij )1≤i,j≤n étant tous positifs, ceux deAB = (cij )1≤i,j≤n

le sont aussi, avec cij =
n∑

k=1
aikbkj . De plus, la somme des coe�cients de la i-ème ligne deAB s’écrit

n∑
j=1

cij =
n∑
j=1

n∑
k=1

aikbkj =
n∑

k=1

n∑
j=1

aikbkj =
n∑

k=1
aik

n∑
j=1

bkj = 1 × 1 = 1

ce qui montre que AB ∈ S .
2. Il est alors immédiat par récurrence sur k ∈ N que Ak ∈ S pour tout k ∈ N. C’est vrai aussi pour

k = 0 car A0 = I .

3. Posons Y = AX = (y1, ...,yn ). On a , pour tout i ∈ [[1,n]], yi =
n∑
j=1

aijxj et donc

|yi | ≤
n∑
j=1
|aij | |xj | ≤ ‖X ‖

n∑
j=1

aij = ‖X ‖.

D’où ‖AX ‖ ≤ ‖X ‖.
4. Le vecteur e = (1, 1, ..., 1) véri�e Ae = e , donc e est propre pour la valeur propre 1.
5. SoitX un vecteur propre non nul associé à λ, alorsAX = λX , d’où ‖AX ‖ = |λ |‖X ‖ ≤ ‖X ‖ d’après

3. Comme X n’est pas le vecteur nul, λ ≤ 1.
6. (a) i. Puisque X ∈ ker(A − λI )2, A2X = λ2X + 2Y . Donc la propriété en question est varie pour

k = 0 et on conclut par récurrence sur k ≥ 2.
ii. L’égalité précédente entraîne, pour tout k ≥ 2 :

‖λkX + kλk−1Y ‖ ≤ ‖X ‖

et donc
‖kλk−1Y ‖ − ‖λkX ‖ ≤ ‖X ‖

D’où
‖Y ‖ ≤

2
k
‖X ‖

On obtient, quand k tend vers l’in�ni, ‖Y ‖ = 0, et donc Y = 0.
iii. Il résulte de ce qui précède que ker(A − λI )2 ⊂ ker(A − λI ), comme l’inclusion inverse est

évidente, on a l’égalité ker(A − λI )2 = ker(A − λI ).
(b) Le résultat se démontre par récurrence sur k . Il est vrai pour k = 2. Admettons le pour k − 1

et soit X ∈ ker(A − λI )k et Y = (A − λI )X , alors Y ∈ ker(A − λI )k−1 d’où X ∈ ker(A − λI )2 =
ker(A − λI ) ce qui achève la démonstration, l’inclusion inverse étant évidente.

Deuxième partie

1. (a) On a, pour tout p ∈ N∗ :
������

1
p

p∑
k=0

λk
������
=

1
p

�����
1 − λp+1

1 − p

�����
≤

2
p |1 − λ |

.

Donc lim
p→∞

1
p

p∑
k=0

λk = 0.
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(b) Si X ∈ ker(A − λI ), alors AkX = λkX et donc Xp = *
,

1
p

p∑
k=0

λp+
-
X , donc lim

p→∞
Xp = 0.

2. Si A est diagonalisable, tout vecteur X est somme de vecteurs propres, soit X =
r∑
i=0

Xi avec

AXi = λiXi . Alors Xp =
p + 1
p

X0 +

r∑
i=1

*
,

1
p

p∑
k=0

λki
+
-
Xi . Donc lim

p→∞
Xp = X0 ∈ ker(A − λI ).

3. (a) En mettant A sous la forme (A − λI ) + λI et en remarquant que I commute avec toute autre
matrice, on peut calculer Ak par application de la formule du binôme :

Ak =

k∑
j=0
{j
k
(A − λI )j (λI )k−j =

k∑
j=0
{j
k
λk−j (A − λI )j .

Si X ∈ ker(A − λI )q , alors (A − λI )kX = 0, pour tout k ≥ q et donc

AkX =

q−1∑
j=0
{j
k
λk−j (A − λI )jX .

(b) Il su�t de montrer que {j
k
λk−j est le terme général d’une série convergente. En e�et, on a :

lim
k→∞

������

{j
k+1λ

k+1−j

{j
k
λk−j

������
= lim

k→∞

k + 1
k + 1 − j

|λ | = |λ | < 1.

Donc d’après la règle de D’Alembert, la série de terme général {j
k
λk−j est convergente et par

conséquent lim
k→∞
{j
k
λk−j = 0.

(c) Pour p ≥ q, on a :

Xp =
1
p

q−1∑
k=0

AkX +

q−1∑
j=0

p∑
k=q

{j
k
λk−j (A − λI )jX

Lorsque p tend vers +∞, le premier terme de cette somme tend vers 0. De plus, il résulte de b)

que
1
p

∑
{j
k
λk−j =

p − q + 1
p

1
p − q + 1

p∑
k=q

{j
k
λk−j tend vers 0 quand p tend vers l’in�ni, car

la convergence d’une suite implique sa convergence au sens de Cesàro. Donc lim
p→∞

Xp = 0.

4. (a) Le théorème de Cayley-Hamilton montre que PA est un polynôme annulateur deA. En suppo-
sant que les λi sont deux à deux distincts, le théorème de décomposition des noyaux a�rme
alors que

F = *.
,

s⊕
j=0

ker(A − λjI )kj +/
-

⊕ *.
,

r⊕
j=s+1

ker(A − λjI )qj +/
-

D’après la première partie, on a donc :

F = *.
,

s⊕
j=0

ker(A − λjI )+/
-

⊕ *.
,

r⊕
j=s+1

ker(A − λjI )qj +/
-
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(b) Décomposons X dans cette somme directe :

X = X0 + X1 + ... + Xs + Xs+1 + ... + Xr .

Alors
Xp = (X0)p + ... + (Xs )p + (Xs+1)p + ... + (Xr )p .

D’où :
• (X0)p =

p + 1
p

X0 tend vers 0, quand p tend vers l’in�ni.

• Pour 1 ≤ j ≤ s , X j est un vecteur propre associé à une valeur propre de module 1 mais
di�érente de 1. D’après 1 b), lim

p→∞
(X j )p = 0.

• Pour s+1 ≤ j ≤ r ,X j est un vecteur véri�ant les hypothèses de 3, d’après 3 c), lim
p→∞

(X j )p = 0.

Par conséquent, lim
p→∞

Xp = X0.

• • • • • • • • ••
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