DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°08
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice:1 Onpose A; = { (a,b) € N’ | a+2b=d } et p(d) = card(Aq).

1.

OnaA2:{(071)7(270> }/A3:{(171)7(370)}et144—{( ) ( ) ( 70) },d’Oflp(z):p(?)):Q
et p(4) = 3.

oo

= Z 2", Les deux séries sont absolument

On sait que pour ¢ €] — = Z " et

convergentes sur | — 1, 1], donc leur prodmt de Cauchy ex1ste etona:

(1= 1) 1_t2 = (Zt”> (fjtﬂ “Y e

t=0 n=0

ou ¢, = Ztth(”_k) = Z t" = p(n)t", et par conséquent pour tout ¢ €] — 1,1],
{ (k1)EN? | k+21=n }

1 o0
—ai—e) 2"

Le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, pas de division eucli-

dienne. Il existe donc a et b et c des réels tels que :
1 B 1 e b G
1-X)1-X2) (1-X201+X) 1+4X (1-X)2 1-X

On multiplie par 1 + X, puis X = —1

B 1 1
B (CED VL) PR
On multiplie par (1 — X)?, puis X = 1

B 1 1
DX+, 2
1
On multiplie par X puis X tend vers l'infini. D’ot10 = a — cetdoncc=a = —.
D’ou

1 RYAR 2 1
1= X)(1-X?) _4_1(1+X+(1—X)2+1—X>'

1 oo
Le développement en série entiere sur | —1, 1] de la fonction ¢ T est g t". Sa dérivée est :
n=0

Z nt" ! Z n + 1)t". D’oti, en utilisant la décomposition précédente :
n=0
V€] - 1,1] ! 150:(( )" 4 2(n+ 1)+ 1)
S B = 7 - n .
(1= —-¢) 4=

D’ou, par unicité de la décomposition d'une fonction en série entiére, on a:
(=1)"+2n+3

Vn e N, p(n) = 1
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Exercice : 2
.y . : . T ,
1. Pour x € R fixé, la fonction ¢ — 1 — xsin? ¢ est continue et monotone sur [0, 5} , donc I’ensemble

de ses valeurs est le segment d’extrémités 1 — = et 1. Il en résulte que si < 1 la fonction ¢ —
1

———— est continue sur [O, q , donc f(x) est définie pour x < 1.
1 —xsin”t 2

1

Siz > 1,1 — xsin?(¢) s’annule pour sin(t) = —, donc 1 — xsin(t) n’est pas positif sur [0, g] , donc
T

la racine n’existe pas et f non plus.

2 dt 2 dt
Siz = 1, on obtient l'intégrale / = / —— qui est divergente en vertu de I'équivalence
o cos(t) o sin(t)

sin(t) ~ t au voisinage de 0.
En conclusion, le domaine de définition de f est D =] — oo, 1].

1
2. Lafonction h : (z,t) €] — oo, 1[X [O, q —
2 1 — xsin®(t)

a pour dérivée partielle par rapport a x

sin?(t)

oh 1
(2,t) = —(z,t) = 2(1 — zsin?(t))

ox

3
2

Elle est continue par morceaux en ¢ a x fixé, continue en x a t fixé, de plus pour tout segment [a, b]
. s 1 sin®(t . 4
de | — o0, 1], la fonction (z,t) € [a,b] x [O, —} — = ®) = est continue, elle est bornée et
2 2(1 —zsin®(t))>
donc I'hypothéese de domination est vérifiée. En vertu du théoréme de dérivation des intégrales a
parametres, f est ¢ sur [a,b]. Comme a et b sont arbitraires, f est ¢ sur ] — oo, 1], et

@) =+ /02( sty

2 1 — zsin(t))2

De méme, on montre que f est de classe €*? sur ] — o0, 1] et

f(x) = §/02 ( s g,

4 1 — zsin®(t))3

3. Pourz €] — 1,1], on connait de développement :

+o0o
12 =1+ Z ala—1)...(a— n)x”

n!
n=1

(=D"(2n)!

-1 !
Quand o = - le coefficient de z" devient .D’ot, pour z €] — 1, 1], on obtient :

4n(n!)?
1 = @2n)! .,
=1+ ———(xsin”(t))".
1 — zsin*(t) ; 4"(n!)2( ®)
2n)! 2n)!
Pourt € [0, g} , %(m sin?(¢))"| < 451 (Z?) 5- Le terme a droite est le terme général d'une série

L. ) j T
convergente, donc la série converge normalement et donc uniformément sur [0, 5} , donc on peut
intégrer terme a terme cette série, d’our :
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4.

ﬂ@::A2G+§Lﬁ%me@w»ﬂ (1)

n=1

T = (2n)! / ERN

= -+ x" sin“"(¢)dt (2)
2 nz:l 4n(n!)? 0
T = (2n)! "

::§+2;mmww” 3)
= (2n)! "

- Z an(nhy2 (4)
n=0

(a) Cherchons des solutions de (E) développables en série entiére au voisinage de 0 :
y(z) = Z anz", Y'( Znan ;Y (x) = Z(n — na,z" 2.
n=0 n=2

En reportant ces séries dans 1"équation (E), on obtient :

oo oo oo oo
n—1 n n—1 Qn, n __
Znn—l a,z" —Z(n—l)nanaj +Z2nanx —Znanx —|—sz =0
n=2 =2 n=1 n=1 n=0
Apres les changements d’indices nécessaires pour ramener tous les termes a 2" on obtient :
o0
1 2 2 n
Z Z(Qn—l—l) an — (n+1)%a,4q | 2" =0.
n=0

Si une fonction développable en série entiere est nulle, ses coefficients doivent étre nuls :

1(2n + 1) (2n)! \°
Vn € N, Ap+1 = Zl(?l—i——l)Qan = (W ag.

Les séries Z a,z" ont un rayon de convergence égal a 1 ( regle de d’Alembert).

(b)
a9 [ sin(t) cos(t) ] _ cos®(t) B sin®(t) N 3z sin?(t) cos?(t)
Ot | 4(1 — xsin®(t))? 41— zsin®(t))2 4(1 — zsin®(¢))2  4(1 — zsin(t))2

~—

cos?(t) —sin®(t) 3w sin®(t) cos?(t
41— zsin®(t))2  4(1 — zsin’(2))
(1 —2sin*(t))(1 — zsin*(t)) N 3z sin’(t) cos?(t)
A(1 — zsin®(t))? A(1 — zsin®(t))3
sin®(t) + s sin®(t) — $a sin*(t)

(1 — wsin?(t))

Njot

1
2

N
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D’autre part, on a:

(@~ 0)f @)+ Qo= Df @)+ ) = [

sin”(t)
+/o 4(1 — zsin®(t))? ar

B %2 sin(t) cos(t) -
- /0 ot [ (1—wsm())g]dt_0

Donc f solution de I’équation différentielle (E). C’est 'unique solution de (£) qui vérifie les

conditions intiales y(0) = g ety'(0) = g D’ou par unicité,

Vo €] - 1,1, flz)= gz (2532!!)2) 2"

n=0

(2n)! =«
22n(nl)2 2"
5. Siz >0,1— 2 €] — 00,0], donc g est bien définie et meme de classe 42, on a:

Ainsi, on peut conclure que Vn € N, w,, =

(2* —2)g"(z) + (22 — 1)g/(x) + %Lg(x) = ((1 — ) —(1— :U)) f'(1—1x)

+(2(1—x)—l)f’(l—m)—l—if(l—x)
— 0

Donc g est bien solution de (£).

1
Soient «v et 5 des réels tels que Vz €]0, 1], af (x)+SBg(x) = 0. On remplagant x par 5 dans l’équation
précédente et sa dérivée on obtient :

@) (3) =veta-ar (3) =0

1 1
comme f (5) = g et [’ 5) = g, alors « = 5 =0, donc les f et g forment une base de solutions

de I'équation différentielle (£). Ainsi toute solution de E est combinaison linéaire de f et g.

Exercice : 3

1. Soit f(t) =

6fat o efbt

- . La fonction f est bien définie et continue sur |0, +oo[. Au voisinage de 0, f
ot —

1
se prolonge par continuité en 0 car lim f (t) = b — a et au voisinage de +oo, f(?) = O (t_2) On
t—0 0

en conclut la convergence de l'intégrale de f sur |0, +o0|.

o~ (1+a)t _ o—(1+b)t B

On remarque que f(t) = et que e~ €]0, 1] pour tout ¢ €]0, +o0[, donc N

1—et — et
Z e, d'otr:
k=0
Vvt €]0, +o0], Z —(1+a)t _ 1+b)t ekt Zuk
k=0
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ol uk(t) _ 67(k+1+a)t . ef(k+1+b)t_

Les fonctions u,, sont continues par morceaux, la série de fonctions E u, converge simplement

neN
sur |0, +-o00[ et sa somme est continue par morceaux puisque c’est la fonction f.

Les fonctions u,, sont intégrables sur |0, +-o00] et

/+oo |un (t)|dt /+Oo ( —(k=1+a)t —(k-+1+b) ) dt — 1 1 b—a
Up, = e —e — ~
0 0 k+1+a k+1+0bkstoo k2

+oo
Puisque la série uy(t)|dt converge, on peut appliquer le théoreme d’intégration terme a
q g p ppiq 8
0

terme et ’on obtient

+oo€—at 400 > 1 e 1
dt = .
/0 et —1 Z/ z%(k—l—lea k~|—1+b> ;<n+a n+b>

1 3
. Sia:Zetb:—,onobtient:

4
too o o > 1 1 > 1
—dt - =38 .
/0 et — 1 nz:;(n—k}l n—l—%) ;(4n+1)(4n+3)
D’autre part, en utilisant le changement de variable y = e¢~* on obtient :
+oo e_Tt—e_ft 1y%—y%
—dt = —d 5
/O ] /0 e )
1
y=u' u
= 4 d 6
| ©
Lo 1
= 4 —1 d 7
[ (@ -v+ o) @)
u? !
= 4 [— — u + arctan u} (8)
3 0
8
— _2 9
s ©)
= 1 1 [t®ed —et T 1
Final t, == ——dt = = — - pui
Inalemen ;(4n+1)(4n+3) 8/0 et — 1 ] 3pu1s

o0

— (4n+1) 4n+3 -3 (4n +1) 4n+3)_8‘

n n=1

Exercice : 4

u

1. Soit Fi(u) = / f(#)dt. Ona:

—+00

+0o0

+oo +o00
i fO)e™ =1)dt = [Fi(u)(e™ - 1)}u:0 + x/o Fi(u)e *du

+oo
= a:/ Fi(u)e ™du
0
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Soit ¢ > 0. Comme lim Fu) = 0, alors il existe A > 0 tel que Vu > A, |Fi(u)| < e. D’ot1, pour

U—>—+00
+00 +oo
/ Fi(u)e ™du + 65[1/ e "du.
0 A

A 400
< / |Fy(u)|du et a:/ e du = ¢"* < 1. Donc, pour tout x > 0,0n a :
0 A

z>0:

T <z

A
/ Fi(u)e *du
0

A
Or / Fi(u)e™™"du
0

400 A
x / Fi(u)e™™"du §:U/ |Fy(u)|du + €.
0 0

Donc
—+o0

Ve > 0,3da > 0,Vz €]0, ], ft)(e ™ — 1)dt‘ < 2e.
0

+o00
Ceci montre que lim F(z) = f(t)dt.

T—+00 0

400
. e L'intégrale / cos(t)dt n’existe pas, mais pour tout z > 0, on a:
0

400 400 .
/ cos(t)e 'dt = Re / e=T+ )t ) = Re :ZJF L I
0 0 x4+ 1 241

+o0 +oo

Donc Tim cos(t)e *'dt = 0. Donc, en général, lim F(x) peut exister sans que f(t)dt
z—0 z—0
converge. 0
e Supposons 1tli1r+n tf(t) = 0 et notons | = lirp F(z). Pour tout x > 0, on peut écrire :
— 400 T—r+00
x z +oo +o0
/ f(t)dt — l‘ < / fa— e_m)dt‘ + f(t)dt‘ + f(t)e "dt — l‘ :
0 0 T x

400
Or lim t¢f(t) =0,donc ax >0, / |f(t)|e”*"dt converge. On a également,
0

t—+o0

—+00

T

f(t)e‘“dt‘ < [Tl <t [T s

Mais Vo > 0,Vt > 0,0 < 1 —e ™ < at, donc/ f)(1 —e™)dt < :v/ [tf(t)|dt. On pose
0 0

1 % 1 +o0
r = —, on preuve facilement que lim (m/ tf(t)dt> = 0. De méme, on a — / [tf(t)]e " dt =
X x—07t 0 T Jz

+o0
T / [tf(t)|e " dt. I est immédiat que
1

z—0t

/0 : Fe)dt — 1

+oo
lim 2 / £ (8)]e"dt = 0.
1

+oo
= 0, donc l'intégrale f(t)dt existe et vaut .
0

On en déduit que lim
z—0*t
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+oo
3. g continue sur [0, +-00], hm tf( )=0 et/ g(t)e~*'dt existe.
4. Supposons que F(z) = 0 pour tout > 0. Alors en particulier F(n) = 0 pour tout n € N7,
+

o) 1
c’est-a-a-dire / f(t)e ™dt = 0. Posons u = ¢ *, donc / u" ' f(—In(u))du = 0.
0 0
1
La fonction h : u +— f(—In(u)) est continue sur |0, 1] et Vn € N, / u"h(u)du existe et est nulle. La
0

fonction u — / f(t)dt est continue sur [0, 1]. En intégrant par parties, on obtient, pour n € N*:

0_/0 { ] —n/olu”_l (/Ouh(t)dt>du.
D’ou, Vn € N, /Olu </ h(t dt)du

oit n € N. Puisque pour tout z € I(f), Z(f)(z) = 0, on a en particulier, pour tout x € I(f) et
a > 0fixés Z(f)(x + (n+ 1)a) = 0. En remplagant a par (n + 1)a dans i), on obtient

L)@+ (n+1)a) = (n+1)a/0+oo e~ (Dt g1y qt — (n+1)/01 u"g< h;“) du,

! 1
/ u"g <—M> du = 0.
0 a

Soit h I'application définie sur [0, 1] par :

g (—ln—u) si u €]0,1]

a

“+o0o
/ e ™ f(v)dv si u=0.
0

en posant u = e~ . D’ou

h(u) =

1
est continue sur [0, 1] et donc Vn € N, / u"h(u)du = 0 et d’apres le théoreme de Weierstrass h est

0
nulle sur [0, 1]. En effet, puisque tout polyndme est combinaison linéaire de monoémes, on a pour
b

tout polynéme P : / P(t)h(t)dt = 0. D’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une suite de

polyndmes (P,),en qui converge uniformément vers h sur [1,0]. On a alors pour n € N :
b b
0< [(h@)Pde = [ (bia) = Pu@) hw)dz < 0= )lh = Pl

b
Comme la suite (||h — P,||«)nen tend vers 0, on déduit que / (h(z))*dx = 0, d’ou, puisque h est

continue sur [1,0], h = 0 puis g = 0.
Puisque g = 0 et que V¢ > 0, ¢'(t) = e *' f(t), on conclut que f = 0.
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