DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°07
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

0000000000
Premiére partie

1. Rayons de convergence :

(a) Exemple:Ona; = leta, =0pourn > 2,b; = by = 1. Supposonsque by = by, = ... = b, = 1.
n—1
Alors b, = a,, + Z agb,—r = 1. Donc b, = 1 pour tout n € N*. Les rayons de convergence
k=1
> x
sont Ry = 400 et Ry = 1. Les sommes sont A(x) = z et B(z) = Zx” =7 .
—x
n=1

(b) Onab, =a; >0eta; < Zan = 1. Supposons que pour tout £ <n — 1,0 < b, <1, alors

n=1

n—1 n—1 00
bn = an+za’kbn—k < an_l'zak < Zan =1
k=1 k=1 n=1

Puisque 0 < a, < 1et0 < b, < 1, les rayons de convergence R; et R, sont supérieurs ou
égauxa 1.
(c) Soit x €] — 1, 1]. La relation de récurrence donne

n—1
by = ap,ax” + (Z akbnk> "
p

d’ou,
fe') [e’e) 00 n—1
IEED SURED of porty P
n=1 n=1 n=1 \k=1
Il s’agit d"un produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayons de convergence au moins
égauxal,dou:
B(z) = A(z) + A(z)B(x) (1)
La fonction est bien définie en x = 1 puisque la série Z a, converge. Si Ry > 1, alors 1 est
neN*
dans le domaine de définition de B et la relation (1) donne

B(1) =1+ B(1)

ce qui est absurde. Donc Ry < 1 et donc R; est exactement égal a 1.

- 1— 1
(d) Application : ;(1 —a)\" " = % avec un rayon de convergence R, = —. Dot
A(z) (1-—a)xl—ax x
B = = = (] —
() 1 — A(z) l—ar 1—ux ( a)l—x

etb, =1 — a pour tout n € N*.
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2. Convergence de la suite (b,,),>1
(a) e Pour z € Ctel que |z] < 1,0ona:

P )
AR <D lan =) an=1.
n=1 n=1

Donc il n’y a pas de racines dans disque ouvert D(0, 1) et par conséquent les racines de (E)
se trouvent en dehors de D(0, 1), c’est-a-dire elles sont de module supérieur ou égal a 1.

p P
eOnaA'(l) = Z nay, > Z a, = 1> 0 (inégalité stricte puisque a, # 0). Donc A’(1) # 0 ce
n=1 n=1

qui prouve que z; = 1 est racine simple de A(X) — 1.

p
e Pour |z| = 1, |A(2)| < Z la,| = 1, et I'on ne peut avoir égalité que si les complexes z,,
n=1
correspondants aux coefficients non nuls a,, sont de méme argument. L'argument de A(x)
est alors I'argument commun a ces complexes z,, qui doit donc étre nul ( modulo 27 ) si
A(z) = 1. Comme en particulier a; n’est pas nul, z doit étre réel positif, donc égal a 1.
(b) e D’apres ce qui précede,

CAw) AW
L= A (- )

i=1

B(x)

Puisque les racines sont simples, la décomposition de B(x) en éléments simples s’écrit

p
a

B(z) =-1 - 2

() =1+ g P 2)
avec Al,)

o = — .
A (33'1>
e En développant chaque fraction élémentaire en série entiére, on obtient :
. a; a; > €T "
Va e]_171[7VZ€ [[17])]]7 = T - )
T — X Li =0 \Li

d’ou Vn € N*, bn = Z Wl—jﬂx‘)

i=1 "°

e Pouri > 2, |z;| > 1,donc lim b, = =
n—oo

Deuxieme partie

1. Rayon de convergence R

e}

1 1
E le:sia, =(1—a)a" !, r, = l—a)aF t=a". Dot Ry = — et R(z) = )
(a) Exemple:sia ( a)o r Z( a)o «Q ou I3 ae (x) T

k=n+1
oo

(b) Puisque les a,, sont positifs ou nuls, il en est de méme des 7,,. De plus, 0 < r,, < Z ap, = 1

k=1
d’ou R3 > 1.
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(c) Soitx €] — 1, 1[. Comme a,, = r,_1 — 1y, alors

A(x) = Z anxn = Z?”nilxn — Zrnﬂjn = (3: — 1>R(:U) + To-
n=1 n=1 n=1
D'ot, puisque ro = Y _ax = 1,
k=1

Alx) —1
Rl ==~ ®
2. Un résultat intermédiaire

(a) En tout point z €] — 1, 1] la série Z Mz" converge, donc la série Z upz™ converge. Donc

neN* neN*
p=1
(b) Soit ¢ > 0. Il existe un rang ny € N tel que pour n > ng, |u, — | < g Pour z € [0,1],
l oo
U(z) — T2 = (u, —1)z™ avec up = 0, donc :
n=0
l no—1 fe'e) c no—1 c
— < n— " —z" < n— )"
’U(m) e nzzo(u ) —i—;OQx n_o(u ) +2(1—m)
et
no—1 c c
(I—2)U(x) - <(1-2) ) [ — 12" + 5 < np(1 =) (M +1) + 5.
n=0

r—1

lim ng(1 — z)(M + 1) = 0, donc on peut alors trouver « € [0, 1] tel que
<1

V€ [, 1], no(l—z)(M +1) < %
l
Dot |(1 — z)U(x) — | < e. Ceci prouve que lirr%(l — 2)U(z) = | ou encore que u(x) ~ 1
3. Calcul de 1a somme S;

(@) On a montré dans la premiere partie que Vx €] — 1,1[, B(z) = A(z) + A(z)B(x) d’ot

Comme B(z) est équivalent au voisinage a gauche de 1 a

On obtient A(z) —1 ~ vl

1—x
(b) On déduit alors que lin} R(z) = !
T—r

—. Puisque r,, > 0 pour tout n, on en tire d"une part R(z)
<1

g 1 . 1
Vz € [0, 1], puis Z rpat < 7 pour tout z € [0, 1] et tout n € N et enfin Zrk < 7 pour tout
k=0

k=0
n € N en faisant tendre x vers 1. Puisque ses sommes partielles sont majorées, la série E Tn

neN*
1
converge et S3 = 7
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