DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°06
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice : 1

1.

Pour toutz € R, lim (n+n*z*) = +oo et par conséquent lim f,(z) = 0, donc la suite de fonctions
n—00 n—00
(fn)nen= converge simplement vers la fonction nulle sur R .
1 1
Onapourtoutr € R, etn € N,0 < f,(r) < — etdonc || f,|5 < —. Inégalité qui montrer que la
n n

suite de fonctions ( f,,),en+ converge uniformément vers la fonction nulle sur R, .
Par convergence uniforme, on a :

2025 2025 2025
im [ f(0)dt = / lim £, (£)dt — / 0dt = 0.
0 0

n—oo 0 n—oo

+oo
La convergence uniforme ne suffit pas d’intervertir / et lim comme le montre exemple sui-
0 n—o0

vant :

Vz €R,, Vn €N, fu(z)= e—w%.

n

. . Ll 2T .
La suite de fonctions ( f,,),eny définie sur [0, +oo[ par f,(z) = e “— converge simplement vers
n

n

la fonction nulle, de plus || f, |5 = f.(n) = e_"% qui tend vers 0 ( d’apres la formule de Stir-

ling n! ~ e "n"v/2mn ), donc la suite de fonctions ( f,,),en converge uniformément vers nulle sur
[0, +00[. Cependant

+0o0 +oo
puisque
—+00 tn tn +o0o “+o00 tnfl
h:/)e%ﬁﬂzkftﬁ +/‘64——j&:h4:m:h:1
0 n! n!l, 0 (n—1)!

ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini.
Avec le changement de variable u = \/nt, on a:

teo oo dt 1 oo du T
fa(t)dt = o = = :
0 o n+n*t? nyn )y 14w 2nyn

+o00 +o0
lim fa(t)dt =0 = / lim f,(t)dt.
0

n—oo 0 n—oo
1 1
Sixz #0, f,(0) = ﬁ' donc la série Z fn(0) diverge. Si z > 0, f,,(x) o et la série Z ful(z)
neN neN*

converge. Ainsi, la série de fonction E fn converge simplement sur |0, +oo.
neN*
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. w1 .
L’étude de la fonction f,, sur |0, +00[, montre qu’elle est bornée et que || anHi* = —. Donc la série
n

E fn ne converge pas normalement sur |0, +o0.
neN*

Soit a > 0. Pour tout = € [a, +-00[, | fu(z)] <

1

_ + Ari
e fa(@), donc || fo]|t>l < f,(a) et la série
numérique Z fn(a) converge. Donc le série converge normalement et donc uniformément sur

neN*
tout intervalle de la forme [o, +00[, de plus les fonctions f,, sont continues sur |0, +o0o|. Donc la

fonction somme F' est continue sur |0, +0o0|.

—92n?
Chaque f, est de classe € sur |0, +oo| et Vo > 0, f/(z) = % Maintenant, si x € [a,b] C
n+ n’x
2n’r 2n2b 2n%b 20 1
/ o /11[a,b
]Q+mLMﬁM—«n+MﬁP_wn+mﬁyddmmWﬂ&]S@:E%svagﬁiDmuma

la convergence normale sur [a, b].

D’apreés la question précédente la série Z [, converge normalement et donc uniformément sur
neN*
tout segment de ]0, +oo[, donc d’apres le théoreme de cours F est de classe ¢ sur 0, +oc] et

Yz €]0, 400,
2

o n
E’ = -9 R —
(x) xr ; (n + n25L’2)2

D’apres la question précédente, ”(x) < 0 pour tout z > 0. Donc F' est strictement décroissante

sur |0, +0o0|.
. . 1
Slx>0etk€N,onam§fk(a:)§

1+x2zk2—sz ZkQ

Quand n tend vers oo on obtient I'inégalité demandée.

2 2 71'2 7T2

,d’ott F(z)

575 Dol n € N,
T

™ T ) )
—6(1 ) < F(z) < 62 montre mggloox F(x) ;

g bt m[-11" w1 1 2
Soitx>a,ona0§/GF()dt<E t—Qz%{T} :%<E—E><g—a.DonC,comme

L'inégalité ~ —.
8 T—r—+00 6;E2

a

™
F est a valeurs positives, la fonction = +— / t)dt est croissante et majorée ( par 6a ), donc

x

lim F(t)dt existe.

T—r+00 a

1
La fonction ¢ — P est décroissante sur [n,n + 1], donc Vx € [n,n + 1],
x

1 1 1

= < <
foa(@) (n+1)+ (n+1)222 — t+ 1222 ~ n+ n2a?

Donc l'inégalité demandée s’obtient par intégration sur le segment [n, n + 1].
L’inégalité a droite entraine, pour tout N € N¥,

Nt al
n=1
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17.

18.

19.

20.

teo e -
Lorsque N tend vers l'infini, on obtient /1 P < ; fn(z) = F(x).

L'inégalité a gauche entraine
N N dt N
7;:1 f +1(£) — /1 t 4+ 202 — 3:1 f (l’)

oo dt -
Lorsque N tend vers l'infini, on obtient F(z) — fi(z) < /1 P < Z; fu(zx), ou encore :

1 too gt
F(z) < e
(3“")—1+:z:2+/1 t + 1222

1 1 ZB2
Il est clair e—:— d’ou:
AN e 1+ a2t/

Yy >1 / /y dt / 2dt = Iny—In(1+2%y)+In(14+2?) = In S +In(1+2?)
y=1 | Htw y— y ey

D’ou

/1 P =In(l+=z )+ylgrololn <1+x2y> =In(l1+=x )+lnﬁ = In(1 + 2%) — 2In(x).

On obtient donc l'inégalité demandée.
L'inégalité précédente s’écrit aussi, en divisant par —21In(z) qui est positif pour = €0, 1] :

2 2
1_1n(1+x)S F(z) < 1 +1_M
21In(x) —2In(z) = —2(1 + 22)In(x) 21In(x)
_Fx) .
D’ou xlirgh o In(z) = 1 et par conséquent F'(x) . —21In(x).
Comme F(z) ~. —2In(x) les intégrales / F(t)dt et / —2In(t)dt sont de méme nature. Or
/ In(¢t)dt = [tIn(t) — t]2 = aln(a) — a — zIn(z) + z, donc / F(t)dt = lirgl+ F(t)dt existe.
z 0 T z
F est décroissante sur |0, +oo[, lim F(x) = +ooet lim F(x)=0.
oo oo z—07F T—+00
On a / |fn(t)]| dt = fa(t)dt = ﬁ c’est le terme général d’une série convergente, donc

d’apres le théoreme d’mtegratlon terme a terme dans un intervalle quelconque, la fonction F est
intégrable sur |0, +-00] ( ce qui est déja démontré dans les questions 14. et 18.) et on peut intervertir

+oo *©
/ et Z dans I'égalité
0 n=1
Va € (0,400, F(z) =Y falx).

/O+OO t)dt = Z/+Oofn t)dt = an_
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