DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°05
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice: 1
1. Démonstration dans les cas p = 2. Notons (U, ),en la suite de sommes partielles associée a la série

Z a, et posons b, = 2"asn. Ona:

neN

op+1

U2p+l — ng = Z Qg .

k=2r+1

Comme la suite (a,,),en est décroissante, il est clair que, pour £ = 2P + 1, ..., ortl

agry1 < A < Agrqq

donc, en sommant,
2pa2p+1 S U2p+1 - U2p S 2p(12p+1.

Ensuite, on a, d"une part
1

1
2Pagpt1 = §2p+1a2p+1 = §bp+1
et d’autre part
2pagp+1 S QPCZQP = bp-

Finalement, on a bien

1
501 < Up+1 — U < by (1)

Notons V,, la somme partielle d’ordre n de la série Z b,. Pour n > 1, on a, en sommant les

neN
inégalités (1) pour p =0,1,...,n — 1.

1
§(Vn —uy) <Up —U; <V, (2)

Si Z a, converge, alors la suite (U,,),en est majorée et I'inégalité de gauche de (2) montrer que
neN
(Vi) nen est majorée, donc la série Z b, converge.
neN
Réciproquement, si la série Z b, converge, alors la suite (V},),en est majorée et l'inégalité de
neN
droite de (2) montre que la suite (Usn ),en est majorée, donc (U, ),en aussi puisque U,, < Usx». La

série E a,, est donc convergente. Ainsi les séries E a, et E b,, sont bien de méme nature.
neN neN neN
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. 1 . . o .
2. Considérons a, = —. Il est clair que la suite (a,),>2 est positive et tend vers 0, quelle que soit la

valeur de a €]0, +-00[. On obtient alors

2" 1 \"
by = — = .
gna 2a—1

Comme série série géométrique, E b,, et donc E a, converge si, et seulement si, o > 1.

n>1 n>2
Exercice : 2
kT+T— 1
1. Pour k € N* on pose v, = Z —etvo Z .Ona:
i=kT
ET+T—1 p »
) kT—i—j
SRS R

par le changement d’indice ¢ = k7" + j et par T-périodicité de (p,)nen.

I U A S A U I e
KT +j kT \1+L) Tk Tk \&)) T Tk T2 T\ R2

T-1
Z Jp;

T—1 /
-(X ol
bi Tk: p2k32 ;2

1
(bien remarquer que 7" est fixé et que la somme de 7' suites négligeables devant — est négligeable

. k
devant ﬁ .

1
Ainsi si Z p; = 0 (équivalent a Z p; = 0 par périodicité ), alors v, = O <ﬁ)’ donc la série

Jj=0 Jj=1

g v, converge absolument, donc converge.
keN

2. Montrons maintenant que les séries Z v, et Z Pn sont de méme nature et qu’elles ont la méme
neN neN* n
somme.
T
Lorsque (py,)nen Vérifie Z p; = 0, prenons n un entier et k entier définie par k7" <n < kT +T —1.

j=1

i&_iv ) kT§—1_j B kT+ZT—1&
== ’ e e

d’ou &_zkzv< ) kTiZIil&_ 1 §|A|

PR | Tl j=n+1 J _n+1j=0 o
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On conclut que la série de terme général v,, converge vers la méme limite que la série de terme
fodin] P
général — :
n

00 P 00
ZE—HZ:OUH.

n=1

Exercice : 3

1. Notons U, la somme des n premiers termes de la série E u,.Ona:

neN*
1 [2 x
U,=—= S, () tan (—) dx,
2 /0 (z) 2
n n ) 1 — e(2n+2)m:
ou S,(z) = sin(2kx), qui est la partie imaginaire de la somme Z etk — e Cette
k=1 k=0
) ] 1
derniere s’écrit e’”zw.
sin(z)

sin(nz) sin(n + 1)z

Dou S, (z) = _ et par conséquent :
(x) sin(z) p q
1 [2si i 1
U - __/ sin nx sin(n + )xdx
2 Jo 1 +cosx
ou encore W
1 [2 —cosz+cos(2n+ 1)z T 1 I,
U, = - dp = Xy -4
4/0 1+ cosa TTTRTITY

2 cos(2n + 1
avec I, = / de.
0 1+ cosx

Une intégration par parties donne

dx

sin(2n + 1)3;} 2 /72r sinzsin(2n 4+ 1)x
0

on + 1)1, =
(2n +1) [ 1+ cosx (14 cosx)?

0

Mais

/2 sin z sin(2n + 1)xdx < /2 dz |
0 (14 cosx)? o (14 cosz)?

. . 1 . .
donc nhg)lo I, = 0et nhg)lo U, = 175 En conclusion, la série %N:* u, converge et a pour somme
1 =
4 8

. Pourtoutn € N*,ona:

jus

3 >
Uy — Upt1 = / sin x cos(2n + 1)z tan (g) dz = / (1 — cosz)cos(2n + 1)xdz,
0 0

qui s’écrit aussi

[SIE]

- 1 [2
Q(n —I—) ) /0 (cos2nx + cos(2n + 2)z)dz.
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Onadonc: 1)
T _ n
—ur =1 Uy — Uy = > 1).
to =t [ Tt = pm (2 )
Compte tenu de uy = 0, il en résulte :
T 1 (=)™
Uy =—— 41— h L =R,
R I

D’ot1 la convergence de la série de terme général Rz, et 1'égalité

I
n=0

3. R, est le reste d'indice n d'une série alternée dans laquelle la valeur absolue du terme général
tend vers 0 en décroissant. Il en résulte que

N
ool

1
2n +1

|tn = tn 1| = [un| + |unia| et fun] + Junia| =

On en déduit que les séries Z lu,| et Z |R,| divergent.

neN* neN
0o00000O0COGOO
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