
Devoir libre de Mathématiqes-MP

Devoir libre n◦13
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

Exercice 1

1. (a) Soit Bk l’événement « on a obtenu un résultat di�érent de 6 au k-ième lancer ». On a donc Ak = B1 ∩ B2 ∩
... ∩Bk−1 ∩Bk, d’où :

p(Ak) =
k−1∏
i=1

p(Bi)p(Bk) =

(
5

6

)k−1
× 1

6
.

Ainsi,
∞∑
k=1

p(Ak) =
1

6
×
∞∑
k=1

(
5

6

)k−1
=

1

6
×
∞∑
k=0

(
5

6

)k

=
1

6
× 1

1− 5
6

= 1.

(b) Soit C3 l’événement considéré. Soit Dk l’événement « on a obtenu un 6 au k-ième lancer ». On a C3 = D1 ∪
C2 ∪ C3, d’où :

p(C3) = 1− p
(
C1 ∩ C2 ∩ C3

)
= 1− p

(
C1

) (
C2

) (
C3

)
= 1−

(
5

6

)3

.

(c) Soit Ck l’événement « on a obtenu le premier 6 au plus tard au k-ième lancer ». Alors, Ck =

k⋃
i=1

Dk et donc,

comme précédemment,

p(Ck) = 1−
k∏

i=1

p(Dk) = 1−
(
5

6

)k

.

(d) Soit Ek l’événement « obtenir le premier 6 entre k + 1 et 2k », donc Ek =

(
k⋂

i=1

Bi

)
∩

 2k⋃
j=k+1

Bj

. D’où :

p(Ek) = p

(
k⋂

i=1

Bi

)
p

 2k⋃
j=k+1

Bj

 =

(
5

6

)k
(
1−

(
1

6

)k
)
.

2. (a) Si les k − 1 premiers lancers n’ont pas donné de 6, alors juste avant qu’on ne lance le dé pour la k-ième fois,
l’ure contient k − 1 boules rouges et une boule blanche.

(b) Puisque p(Ak) 6= 0, on peut écrire :

p(B ∩Ak) = p(B/Ak)× p(Ak) =
1

k
× 1

6
×
(
5

6

)k−1
=

1

5
× 1

k

(
5

6

)k

.

D’où :
∞∑
k=1

p(B ∩Ak) =
1

5
×
∞∑
k=1

1

k

(
5

6

)k

= −1

5
× ln

(
1− 5

6

)
=

ln(6)

5
.

(c) Puisque (Ak)k∈N∗ est un système complet, alors B =

∞⋃
k=1

(B ∩Ak). D’où :

p(B) =

∞∑
k=1

p(B ∩Ak) =
ln(6)

5
.
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Exercice 2

1. Supposons tout d’abord qu’il existe une telle solution f avec un rayon de convergence R > 0 et posons a0 = 1. Par
théorème du cours f est de classe C∞ sur l’intervalle ]−R,R[ et ses dérivées véri�ent sur cet intervalle

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n

et

xf ′′(x) =

∞∑
n=0

n(n+ 1)an+1x
n.

On a donc

0 = 2xf ′′(x) + f ′(x)− f(x) = 2

∞∑
n=0

n(n+ 1)an+1x
n +

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n −

∞∑
n=0

anx
n.

On en déduit par unicité du développement en série entière que pour tout n ≥ 0,

2n(n+ 1)an+1 + (n+ 1)an+1 − an = 0,

c’est-à-dire
an+1 =

an
(2n+ 1)(n+ 1)

.

Comme on a a0 = 1 les coe�cients sont uniquement déterminés, donc il y a unicité d’une telle solution.

De plus lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1

(2n+ 1)(n+ 1)
= 0, donc R = +∞.

En�n, pour calculer une expression de f à l’aide des fonctions usuelles on va chercher une expression exacte de an :

on peut réécrire la relation de récurrence an+1 =
2

(2n+ 1)(2n+ 2)
an, dont on déduit l’égalité, pour tout entier

n ≥ 0,
an =

2n

(2n)!
.

Cela donne

f(x) =

∞∑
n=0

2n

(2n)!
xn =

∞∑
n=0

(2x)n

(2n)!
.

• Si x ≥ 0, alors f(x) =
∞∑
n=0

(
√
2x)2n

(2n)!
= ch

(√
2x
)

.

• Si x ≤ 0, alors f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n (
√
−2x)2n

(2n)!
= cos

(√
−2x

)
.

2. Pour e�ectuer le changement de fonction y = zf on étudie les points où f s’annule : pour x ∈ R on a

f(x) = 0⇔ (x < 0 et cos
(√
−2x

)
= 0)⇔ x =

−π2

2

(
k +

1

2

)2

= ck, k ∈ N.

Soit I un intervalle ne contenant pas 0 et où f ne s’annule pas. Pour x ∈ I on calcule

2xy′′ + y′ − y = 2x(z′′f + 2z′f ′ + zf ′′) + (z′f + zf ′)− zf = 2xz′′f + 4xz′f ′ + z′f.

La fonction y est donc solution de (E) sur I si, et seulement si, la fonction t = z′ véri�e 2xft′+(4xf ′+ f)t = 0 ou

encore t′ +
4xf ′ + f

2xf
t = 0. On a

4xf ′ + f

2xf
= 2

f ′

f
+

1

2x
qui est la dérivée logarithmique de f2

√
|x|. Les solutions

de cette équation sont les t =
α

f2
√
|x|

pour un α ∈ R, ce qui donne z = αG + β où G est une primitive
1

f2
√
|x|

et β ∈ R et �nalement y = αfG+ βf .
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Problème

Première partie

1. On e�ectue au hasard un tirage de deux boules simultanément de l’urne : il y a {27 = 21 tirages possibles. On note :

A l’événement : « tirage de deux boules blanches ». Donc cardB = {25 = 10 et la probabilité est p(B) =
10

21
.

2. (a) La variable aléatoire G peut prendre 4 valeurs : x (événement A), −10x (événement B), y (événement C), −3
(événement D).
• p(G = x) = p(A) =

10

21
.

• p(G = −10x) = p(B) =
1

21
.

• p(G = y) = p(C) =
5× 2

21
× {24

{25
=

6

21
.

• p(G = −3) = p(D) =
5× 2

21
× 4× 1

{25
=

4

21
.

k x −10x y −3

p(X = k)
10

10

1

21

6

21

4

21

(b) Espérance mathématique : E(G) = x× 10

21
− 10x× 1

21
+ y × 6

21
− 3× 4

21
, soit

E(G) =
6y − 24

21
.

Donc E(G) = 0 si, et seulement si, y = 4.

(c) On a E(G2) = x2× 6

21
+(−10x)2× 1

21
+ y2× 6

21
+(−3)2× 8

21
et donc σ(G) =

√
E(G2) =

√
110x2 + 60

21
.

Deuxième partie

1. Si α ≤ 0, lim
x→+∞

[f(x)− αx] = +∞, donc nécessairement α ≥ 0. Donc si α < 0, on écrit

f(x)− αx =

(
110
21 − α

2
)
x2 + 60

21√
110x2+60

21 + αx

Donc si α =

√
110

21
alors lim

x→+∞
[f(x)− αx] = 0.

2.

1

2

y

1 x

−

−

0
p

y =

√
20

7

y =

√
110x2 + 60

21
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3. σ(G) est compris entre 7 et 8 si, et seulement si, 8, 81 ≤ x2 ≤ 14, 92, et comme x est un entier, alors x = 3.
• • • • • • • • •
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