DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°11
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice 1
Supposons [ > 0 ( f a valeurs strictement positives ), donc il existe A > a tel que x > A implique f(x) > [ et donc
T x x
vz > A, / F(t)dt > / F(t)dt > / dt = iz — A).
a A a
Ceci conduit a une contradiction lorsque x tend vers +o0o, d’ou nécessairement | = 0.

Exercice 2

1
(t+1)(t+2)...(t + )

a;
1. 1l existe des scalaires aj, ag, ..., a, des réels tels que Z P - ( décomposition en élé-

=

t+41 t+1
ments simples ) avec Vi € [1,n], = . Ainsi
ples) L Py T T e ; Iy

1
a; =
(=i 1) (=i 4+ 2). (=i +n) H—z—l—]

i
et donc
r dt
/0 t+1)(t+2)..(t=n) Z“Z/ t+i
= Z ai (In(z +7) — In(i))

i=1
- T
i=1

Mais lim t =0, donc Z a; = 0,dou:

t=too (t+1)(t+2)...(t +n) i=1

z dt
/0 G+ 0+ =n) _Z‘“ln *Z‘“l”“

= —Zalln ) + In( )Zai—l—Zailn(l—f—;)
=1 =1

Le dernier terme vers 0 quand x tend vers +o00, donc :

+oo dt
/0 (t+1)(t+2). Zalln
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1
. Existence : La fonction f : t =+ E <t) est définie et continue par morceaux sur |0, +00].

1 oo
oSit>1F )= 0 et donc f est nulle sur |1, +-00[, ainsi f(t)dt = 0.

1 1 1
eSit €]0,1, E <t> < n < FE <t> + letdonc 1 —¢t < f(t) < 1, ce qui montre que f est prolongeable par

1
continuité en 0 ( par 1), donc / f(t)dt converge.
0

+o0o n 1 1 1
Calcul : Ona/ f(t)dt = lim tE (t) dt = lim ) tE <t> dt, mais :
0

n—o0 1 n—oo

[e(t)e - S [ ())

Il

DO | =

g
/N 7 N

T
I

2
Dot [ = .
12

+00 (_1)E(t) n (_1)E(t)
. Posons J = / fdt et J, = / fdt pour toutn € N*. On a:
1 1

n—1 k41 (—1)E® n—l . 1
Jn:Z/k fdt:Z(q) ln<1+k>,

k=1 k=1
donc lim J, existe ( d’apres le critere spécial des séries alternées ), soit S sa somme. Montrons que J = S.
n—oo

Soitz > letn = E(x),alorsn <z <n-+1let

T q E(t) n(_1 E(t) T (1 E(t)
[y ST ST
1 t 1 t n t

Or
T (_1)E®) T
/ EDV ol < [y, (z)
n t n n
1 Tz 1\E®) n(_1)E®)
etcomme 1 < L <1+ —,alors lim L 1 et par conséquent lim (#dt = lim Ldt =09,
n n r—+oo N z—00 [ n—o0 J t
dou : " -
+oo (_1>E t 1
~ = dt= —DFln(1+=).
=T (1)

k=1
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k
k=1 k=

i(—nkln(H;) = kzn:1<_ln<l+2kl_1)+1ﬂ<l+21k)>
_ Zl <2k—1()22k+1))

B (I1x3x...x(2n—1))2x (2n+1)
- 1“( (2x4x...%(2n))?2 )

= In (21” X <Ei7))2'>2 X (2n + 1)) .
CIRCIRKE ()™ (V2!
g(—l)"ln (1 + ;) =1In <72T> et on a montré que

/1+oo (—12€)Emdt _ i(_m In <1 n :L) —In (i) ,

n=1

oo 2n
1 1
Calcul de S : Puisque la série converge, on a Z(—l)kln (1 + > = lim Z(—l)kln <1 + k:) Pour tout

n €N* ona:

1
D’aprés la formule de STIRLING * i % (

Exercice 3

¢ +oo _—t
e 1

1. Pourtoutz > 0,lafonction f, : t — —— est continue sur [z, +-00[ et vérifie f,(t) = .Donc —dt

t N ) Lt

converge.
A T'aide d’une intégration par parties, on obtient :

+oo — e Foo ,—t
/ e—dt -c / Cdt
—t —t +oo ,—t +oo ,—t
e e e e
Or— = ol|l— | donc —dt = 0 —dt ), dou:
2 t—+oo t . 2 z—oo - t

2. Par intégration par parties, on a :

t x et
/dt [ } /dt [t+et5t2] /dt
2¢t 2¢t7* T Get
=dt = —dt
/1 E {tf’)] +/1 i

et et et
Mais — = o (> ett — ~ non intégrable sur [1, +00], donc

T Lt z Lt
Sat = of [ £
1 t r—+00 1 t3

1. La formule de Stirling, du nom du mathématicien écossais James Stirling, donne un équivalent de la factorielle d’un entier naturel n quand

e p s n! , e n\m"
n tend vers I'infini lim ———=———; = 1 que l'on trouve souvent écrite ainsin! ~ V27mn (f) .
n—oo 2mn (%) n—o0o e
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ce qui donne

d’ou
/ff 2ietdt — { + i + E + E
L B 2?2 23 it N\ )
Exercice 4

1. ATlaide d’une intégration par parties, on a pour tout x > 1 :

T o o x
/ Smtdt _ cos(z) +cos] — / cos(t) iy
1 T 1

t 12

D’une part, lim Ls(m) + cos1 = cos 1.

Tr—>—+00 x

cos(z)

2

cos(z)

T2

lim m cos2(t) _ /+°° cosgx)dx‘
r—+o0 [y t 1 T

D’autre part, z — est intégrable sur [1, 400, car donc

1
x2’

, . . ¥ sint . . +oo
Il en résulte que la fonction lim ——dt existe, donc l'intégrale

sin(t)

dt est convergente.

Comme ¢ —+ 1 — cos(t) est une primitive de sin sur R, une intégration par partie (on travaille sur un segment de

R ) donne
t 1 — cos(t 1 — cos(t
Yot Y, [ Sthdt:[ (;OSU] v cosll) g,

a

N+

b b b «in2
t 1-—- t S
Comme 1 — cos(t) = 2sin®(t), on a donc V[a,b] C R*, / SH;( )dt = {(;OS()] + 2/ Smﬁ()dt. Dans

a

I'intégrale, on pose u = 3 on a alors

b - ) v s
V[a,b] C R / Slnt(t)dt _ [1 COS(t>] +2/ sin (u)du

t /2 u2

a
Le membre de gauche admet une limite quand a tend vers 0 et quand b tend vers +o0. Il en va de méme du crochet

t
( de limite nulle, en particulier car 1 — cos(t) ~0 3 ) et en passant a la limite, on obtient existence de 'intégrale
T—
102 +00 3 +00 (12
sin“(u sin(¢ sin“(¢
de 2( ) sur R avec / Adt = / 2( )dt.
u 0 t 0 t

. . . . . ™ .
2. Les fonctions sin et tan sont respectivement strictement concaves et strictement convexes sur ]0, 5 [ On en dé-

duit que les graphes de ces fonctions sont respectivement strictement au-dessous et strictement au-dessus de leur
0 ™
tangente en (0, 0) sur } 0, 3 [ et donc Vt € ]0, 5 [, sint <t < tant.

T ™
Puisque, pourt € } 0, 5 [ 0 <sint <t < tant, onaaussiapres passage al’inverse et élévation au carré Vit € ] 0, 5 {

1 1
C0t2 t < ) < 5, Ainsi
t sin“t
sin? nt sin? nt
12 sin® ¢

Vn € N* et Vt € }O,g[, sin® nt cot?t <

T
puis par intégration entre 0 et 5 B, <I,<A,.
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2.

Pour toutn € N*, ona:

An + An+2 - 2An+1 = dt

2 sin® nt + sin®(n + 2)t — 2sin?(n + 1)t
t2
0
B /g (sin? nt — sin?(n + 1)t) + (sin?(n + 2)t — sin®(n + 1)t) dt
= -
0

Par les formules trigonométriques et des calculs élémentaire on peut vérifier que (sin” nt —sin?(n+1)t) + (sin(n+
2)t — sin®(n + 1)t) = sin?t cos 2(n + 1)t, d’our :

us

s 1 B
(%) Ap+ Apy2 — 24541 = /2 cos2(n + 1)tdt = [sin2(n + 1)t]§ = 0.
0 2n+ 2
2 1 2t 2 21— 2cos2nt
D’autre part, A,, — B,, = /2 sint’nt | — . % dt = /2 sin? ntdt = /2 wdt = E,
0 sin“t  sin“t 0 0 2 8

D’apreés la relation (x) le terme général A,, est de la forme A,, = an + 8 (I’équation caractéristique admet 1 comme
T T T

racine double ). Comma Ag = O et A; = g, alors A,, = % et en conséquence B, = A,, — s=9 %

Utilisons le changement de variable © = nt dans I'intégrale définissant I,,, on a:

T . 9 mn 2
2 sin“nt 2 sin“u
In:/ 5 dt:n/ 5—du
0 t 0 u

I, 2 sin?u ] . I, . 2 sin?u o0 gin? ¢
Donc — = 5—du et par conséquent lim — = lim 5—du = dt.
n u n—oo n n—oo Jg (% 0

D’autre part et d’aprés la question 3., on a :

I “+o00 sint +oo si 2
Ainsi, lim = = il et par suite/ idt = / idt = E.
2 0 t 0 2

n—oo n

Exercice 5
Soit F'(x) = / f(t)ydt, 1 = lir_{l F(z).Soite > 0,1l existe A > Otelque z > A = |F(x) — | < %, ainsi
1 T—>1+00

Vo > AVy > A, |F(z) - F(y)| < |F(zx) =1+ |F(x) =1 <e

et

/zy f(t)dt’ €.

f étant uniformément continue, il existe & > 0 tel que :

Vo, y>a, [z—y[<a=|f(z)— fly)<e

Oou encore
Ve,y>a, [t—y|<a= fly)—e< flx) < fly) +e

Donc
r+a

T+
/ fy)dy —ae < af(x) < / f(y)dy + ae.

on choisit donc A > Otelquez > A =
lim f(z)=0.

r—-+00

(@)

T+
/ f(y)dy‘ < ag, douVr > A, |f(z)] < 2¢ et par conséquent
x
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2n+1

z—+00 n—00 n—00 2.3n

1
(b) Supposons que lim A(z) existe ( finie ou +00 ), donc on doit avoir lim A(n) = lim A (n + ) ce

+ 530 ) = 2"+l donc A n’admet pas de limite en +oo.

(c) A est continue sur tout segment Jn,n+1[et lim A(x) = hm A(z) = 0.Donc A est continue sur [0, +00].

qui est absurde puisque A(n) = 0et A <n

(d) Soit x €]0, +o0[ et n = E(x), on alors :

“Awat = [ awa+ [ A
0

k+1
= Z Alt dt+/ Alt
k=0"k
n—1 k+3k x
= / tdt+/ A (
k

9 n+1
Or dt‘ = <> . Quand z tend vers +o0, 'entier n tend vers +o0o et donc

3

[ o <

k n+1
2
lim A( )dt = 0 puisque la série géométrique g (3) converge (—1 < 3 < 1)et lim (3) =0,

T—+00 [, et n—00
+oo
d’oti la convergence de I'intégrale A(t)dt et sa valeur :
0
+oo i 9 k 1
sma=3(3) =1y =
0 prd 3 1-35

(e) Le résultat de la question 1, ne subsiste pas si on suppose simplement f continue.

Exercice 6

W) f'()] < % (f2( )+ f”Q(t)), et comme f et f” sont dans .Z? alors ff' € £

T

+00 +oo
2. Ona / f"(t)dt converge, il est de méme de / f"(t)dt et par conséquent li_)m f"(t)dt existe.
0 o0 Jo

—00
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Or/0 f/2(t)dt = [f(t)f/(t)]g — /0 f/(t)f”(t)dt ce qui implique

<wﬂMﬂw=ﬂmﬂm+Aﬁmﬂ@w+4?%mu

et donc lirf f(z)f'(x) existe. Méme raisonnement pour la limite en —oo.
T—>+00

T +oo
La relation () montre aussi que si lim f(z)f'(x) existe, alors lim f"(t)dt existe et donc / f2()dt
0

T—>+00 z—00 Jq
0 400
converge. De méme on montre que / f"(t)dt converge et par suite f"(t)dt converge.
—00 —0o0

T x

3. Supposons f intégrable. Posons F'(x) = / f@) f"(t)dt et G(x) = / f"(t)dt. G est dérivable et croissante sur

[0,4+00], donc lim G(x) existe fini ou infinie. Si lim G(z) = +o0, alors d’aprés (x) on a :
T—+00 T—+00

F(x) = f(x)f'(x) = =G(z) + f(0)£'(0)

donc lim (F(z)— f(z)f'(z)) = —oo, comme F est bornée, lir+n f(x)f'(z) = +00, donc il existe A > 0 tel que
T—r+00

r—r-+00
X
toutz > Aona f(x)f'(z) > 1let donc/ f(t)f'(t)dt > = — A ce qui entraine f2(z) — f2(A) > 2(z — A) et par
A
suite lim f?(z) = 400 et donc f? n’est pas bornée et 2 ne serait pas intégrable sur R, ce qui est absurde.
T—00

4. Daprés3. f' e L2
5. Pour tout Vz € R, 2f(z)f'(x) < f*(z) + f?(x), donc ff est intégrable sur R et admet une limite en +oco, donc
lim_f(@)f(@) = 0.

1
6. Sige .22 onpose|g|s = (92 (t)dt) 2. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :
+0o0
[ s <1
—00

Orsi F(x,y) = /y fOf"®dt = fy) f'(y) — flx)f'(z) — /y f'2(t)dt, alors par passage a la limite en o0,

+o00 +0o0
| rorwa=- [ e

— 00 — 00

'[j}wﬂwa

+oo
/ f%m4<WMwm

—00
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