DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°10
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Partie I

1. e Pour tout A € ¥, (R), A — A = 0 est symétrique positive et donc A < A. La relation < est réflexive.
e L’antisymétrie, qui se raméne 4 montrer la propriété suivante : si A € .7,(R), si VX € 4, 1(R) 'XAX =0,

alors A = 0.
Mais si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, ona ‘XAX = M'XX. Or 'XX € R™™ (
XX = ||X||2, otr ||| est la norme euclidienne canonique). Donc, si ‘X AX = 0, A = 0. On en déduit que

siVX € Mp1(R)'XAX = 0, A\ = 0, ce pour toute valeur propre A de A. Et comme A est diagonalisable
(théoréme spectral), on a bien A = 0.

e SiA < BetB < (Calors B— Aet(C — B sont positive. La somme de deux matrices positives étant positive
(M +N)X|X)=(MX|X)+ (NX|X)), C — Aestpositive et A < C. La relation < est transitive.

En conclusion, < est une relation d’ordre sur .7, (R).

1 0 -1 0
Les matrices A= |0 2 (0) |leeB=| 0 3 (0) | ne sont pas comparables, donc la relation d’ordre
(O) In_o (0> I

< n’est pas une relation d’ordre total.
2. Il est clair tout d’abord que si M est symétrique, alors pour tout C' € ., (R),

‘'omo) ="'c'M'c) ='‘cMcC.
Puis si M est positive, alors :
VX € Mp1(R), (CMCX|X)="CMCX)X ='X'CMCX =(CX)M(CX) > 0.

Donc ‘C M C est bien symétrique positive. Donc il suffit de prendre M/ = B — A pour conclure.
3. Supposons que 0 =< A. Soit A € R une valeur propre de A puis X € .#,1(R) \ {0} un vecteur propre associé.
Puisque X # 0, ona XX = || X||? > 0 puis

X XA
A= AX) _ X > 0.

XX XX

Par suite, les valeurs propres de A sont positives.
Réciproquement, puisque A est symétrique, alors il # = (ey, €2, ..., €,) une base orthonormée de vecteurs propres

n
de A associés respectivement aux valeurs propres A1, Aa, ..., Ap. Si X = g x;e; décomposée dans A,
i=1

(X|AX)=> Xa? >0
=1

et ceci est équivalent a VX € 4, 1(R), 'XAX > 0, c’est-a-dire 0 < A.
4. (a) D’apres le théoréme spectral A = ‘PDP avec P orthogonale et D = diag(\1, Ao, ..., \,,) diagonale a coef-

11 1
ficients diagonaux > 0 (car 0 < A ). Si on pose A = diag <)\f JAS Aﬁ)) et B = 'PAP alors B est

1
symétrique et ses valeurs propres sont les A} > 0 (B est semblable a A puisque P! = 'P). Ainsi B est
symétrique et positive et vérifie B k= A
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(b) Soit y une valeur propre de B et X un vecteur propre associé. On a alors AX = B*X = ;/*X. On a donc
(*) : Yu € Sp(B), ker(B — ul,) C ker(A — p*1I,)

valeu . , . itiv i ux A deux disti , s
Les valeurs propres de B étant strictement positives ont des k-iémes deux a deux distincts et, les sous-espaces
propres d’'une matrice étant en somme directe, on a donc

@ ker(C' — ply,) @ ker(A — p*1,)

pESP(B) pESP(B)
B étant diagonalisable le membre de gauche est égal a R". Le membre de droite étant inclus dans R" on a donc
@ ker(B — ul,) = @ ker(A — p2I,) = R
neSp(B) pESp(B)

De plus, les inclusions dans (*) sont nécessairement des égalités (sinon, on obtiendrait une inclusion stricte en
prenant la somme directe).

Finalement, les valeurs propres de A sont les carrés de celles de B et on a égélité des sous-espaces propres
correspondants. On peut écrire cela

Sp(B) = { A¥

\e sp(A)} et VA € Sp(A), ker(B — A1) C ker(A — ALL)

D’aprés la question précédente, si B¥ = A alors B agit comme une I’homothétie de rapport AR sur ker(A—AIy).
Les sous-espaces propres de A étant supplémentaires dans R", B est ainsi parfaitement caractérisée (comme
une application linéaire sur une famille de supplémentaires).
Il y a donc unicité B, c’était donc 'unique solution et la facon dont ’a construite nous indique que B est
diagonalisable dans une base orthonormée diagonalisant A.

(c) Soit A définie positive ( A € .77 (R) et ses valeurs propres sont strictement positives ). 0 n’est pas valeur
propre de A (question 2.) et A est donc inversible. A™! et symétrique (comme A) et définie positive (ses valeurs

1
propres, les inverses de celles de A, sont strictement positives). A% est elle aussi définie positive (ses valeurs
—1 1 —1
propres sont les racines k-iémes de celles de A). Sionpose A& = (AE) on a une matrice symétrique définie

1 -1 AN
AT AT = <<Ak) ) —A7!
-1
L’unicité d’une telle matrice A® a été justifiée en question précédente.
11 a été justifié ci-dessus que
_ -1
AT = ( A%)

5. On commence par examiner le cas ou, par exemple, B = I,, (on pourrait aussi envisager le cas ou A = I,,). L’hy-
pothése A < I,, donne que toutes les valeurs propres de A sont dans ]0,1] (o ¢ Sp(A) ). Donc toutes les valeurs
propres de A~! sont dans |1, +oo[ ce qui donne bien I,, < A™1,

Dans le cas général, soit C' € ., (R) a valeurs propres strictement positives telle que C? = B.On a :

positive et

A=B & VX e 1(R), XAX <{CX)(CX)
& VY € My (R), 'CT'WACTY) <Y
& VY € My (R), Y(CTTACTHY <WYY

On a donc C~'AC < I,,, on peut donc déduire du cas B = I, que I, < CA™'C. Or

I, <CA™'C & VY € #,,(R), Y(CAT'C)Y >YY

)
& VY € My (R), (CY)ATH(OY) >YY

& VX € Mpi1(R), XATIX >HC7IX)(O7X)
& VX € M1 (R), ' XATIX >!XC71C7'X
& B l<4at
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Partie II

P
1. Pour tout X = Zajuj € L = Vect(uy,ug, ...,up),ona:
i=1

2
(X]AX) = injaj

J=1

Donc A, (z|r) < (X]AX) avec égalité si X = u, et A (X]|X) > (X]AX) avec égalité si X = u;. Ceci est
équivalent a
(X]AX) (X]AX)

—— = = ); et —— = Aj;.
xelvoy (X1X) % xenvoy (X[X) "

s o (X[BX)(X]AX)

. Comme précédemment, max -————= = ppet min ———=
b xeno, (X]X) 7T xepor (X[X)

dim(L') —dim(L+ L") =n+1—dim(L+ L") > 1,donc LN L’ # &. Soit donc Y un vecteur non nul de LN L/,

alors

= \p. D’autre part, dim(LN L") = dim(L) +

L (XJAX) _ (VIAY) _ (VIBY) _ (X|BX)
xéthioy (X1X) = () = () T xeltin (XIX)

D’ou A, < py, et ceci pour tout p € [1,n], donc Sp(A) C Sp(B).
3. Considérons les deux matrices A = <2 1) et B = (4 0). On a Sp(A) = { S+ \/57 3-V5 } Sp(B) =

<

11 01 2 2
{4,1}etSp(A—B) = { —1—|—\@,—1—\/§},onabien Sp(A) < Sp(B) ce pendant A £ B, car —1 4+ V2 > 0

et —1—v2<0.
4. Si A < OB'C, alors le résultat de la question 2. de cette partie montre que Sp(A) < Sp (CBtC) =Sp (CBC_l) =

Sp(B).

Réciproquement, supposons Sp(A) < Sp(B). Considérons une base orthonormée %4 = (u1,uz, ..., u,) une base
de vecteurs propres de A et Bp = (v1,v2,...,v,) une base de vecteurs propres de B, et soit C' la matrice qui
transforme la base orthonormée #Ap a la base orthonormée %4, C' est donc orthogonal et Cv; = wu; pour tout

n
i €[1,p]. Soit X = Z x;u; un vecteur décomposé dans la base 4, on a:
i=1

(X|(CB'C - A)X) = (X|(CB'C)X) - (X|AX)
= (CX|B('CX)) — (X|AX)

n n

2 2

= E HiZy — E i
i=1 i=1

p
= D (mi—X)af >0

=1

Donc A < CB'C.

Partie III

1. Tant que nous sommes dans un espace dimension finie, il suffit de munir .#, (R) (et a fortiori .7, (R)) de la norme
1
M — |[M| = (tr("MM))> .
Si M est symétrique, le théoréme spectral donne I’existence de P orthogonale et de D diagonale telles que

M = PD'P = pDP!
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et alors

)
=1

|M||* = tr(M?) = tr ((PDP‘1)2> =tr(D?) = zn: A2 (1)

ou A1, A2, ..., A, sont les valeurs propres de M, répétées autant de fois que leur multiplicité.
D’apres la question 1 de la pertie II, pour toute matrice M € .%,(R),ona:

VX € Myi(R), Apin XX <'XMX < Apax' XX (2).

oU Amax et Amin sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de M.
Supposons que E soit une partie de .7, (R) minorée par A € .7,(R) et majorée par B € .7,,(R), On a, pour tout
X € AMy,1(R), pour tout M € E,

a'XAX <'XMX < f'XBX.

ou
a = max(Sp(A)) et 8 = min(Sp(B)). Ainsi, si A est une valeur propre de M et X un vecteur propre non nul
associé, I'inégalité ci-dessus montre que Sp(M) C [«, f]. Siy = max(|a|, |3]), on obtient

VA€ Sp(M), X <o
Finalement, en tenant compte de la relation (1)
VM € B, | M| < vy

et I est bien borné.
Supposons réciproquement £ bornée. Soit R > 0 tel que

VM € E, |M]| <R.
Alors, par I'expression de la norme a I’aide des valeurs propres, on a
VM € E, Sp(M) C [-R, R]

et donc
VM € E, —RI, < M <X RI,

ce qui conclut la réciproque.
2. Aoit (Ag)ken une suite de matrices de .7, (R) croissante majorée pour <. Elle est aussi minorée pour =< (par Ay).
Donc bornée par la question précédente. On est en dimension finie, on peut donc utiliser le théoréme de Bolzano-

Weierstrass. Soit donc une suite extraite convergente (A(p(k)) pen- Elle est croissante pour =, et sa limite est A€

Zn(R). Soit (Aw(k)) ey une autre suite extraite convergente, B sa limite. Fixons k£ € N, a partir d’un certain rang
po, on a ¥ (p) > ¢(k), donc
Apr) = Ay = B (1)

donc
VX e %n71(R), tXAw(k)X < tXAw(p)X

mais, par continuité de M — XMX (linéaire en dimension finie ), on a, pour toute X € .7, 1(R),

Lot _t
plggo XAypX ="XBX
et les inégalités larges (dans R, bien siir) passent a la limite quand ¢ tend vers +00). En interprétant de nouveau
I'inégalité (1) par
VX € M1 (R), XAymX <'XBX
qui est vraie sans restriction sur k et en utilisant la conservation des inégalités larges a la limite quand % tend vers

+00, on obtient
A=<B

mais symétriquement B < A et donc par antisymétrie B = A. Ainsi la suite (Aj)ren admet une unique valeur
d’adhérence et donc converge.
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3. Soit A € .7, (R) telle que A < I, et soit P une matrice orthogonale et D = diag(\1, ..., A,,) une matrices diagonale
telles que A = PD'P. On a My = PO'P, supposons que My = PD}'P, Dy, étant une matrice diagonale, on alors :

My = = (In— A+ M})

N — DN

= - (I, - PD'P+ PD}'P)

1
= P (Ln-D+Dy)'P

(]. — )\1, + aik)

| =

1
On en déduit que My, = PDj1'P avec Dy = 3 (In - D+ D,%,) et que pour tout 4, a; 1 =

ou les a; 1, sont les éléments diagonaux de Dj,. On a, pour tout ¢ € [1,n] :

1
Qi jt2 — Qi jp1 = (1 -\ + aikﬂ) —-3 (1 —Ai + aik)

— N

= — (i1 — aik) (Cigs1 + ik)

[\

Les réels a; ;. sont positifs ( car M;, € YJ(R) ), donc a; ko — a; 41 est de méme signe que a; 41 — a; . Or

1-—)\
2 1

converge vers un nombre réel a; € RT qui vérifie la relation a; = 3 (1 -\ + a?), cada; =1 — A\,

Posons D = diag(l — v/ A1,1 — V/A2,...,1 — v/ \,,). La suite de matrices (M} )ren est donc convergente vers

L = PD'P.

Larelation My 1 =

> 0 car A < I, donc la suite (a;)ken est croissante et comme elle est majorée, donc elle

a1 — a0 =

1
3 (I —A+ M,?) montre, par passage 4 la limite, que 2L = I — A+ L? ou encore (L—1I)? = A,
d’autre on peut vérifier par récurrence que Vk € N, My < I, etdonc L < I,,.
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