
Devoir libre de Mathématiqes-MP

Devoir libre n◦10
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

Partie I
1. • Pour tout A ∈ Sn(R), A−A = 0 est symétrique positive et donc A � A. La relation � est ré�exive.

• L’antisymétrie, qui se ramène à montrer la propriété suivante : si A ∈ Sn(R), si ∀X ∈Mn,1(R) tXAX = 0,
alors A = 0.
Mais si X est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ, on a tXAX = λtXX . Or tXX ∈ R+∗ (
tXX = ‖X‖2, où ‖.‖ est la norme euclidienne canonique). Donc, si tXAX = 0, λ = 0. On en déduit que
si ∀X ∈ Mn,1(R) tXAX = 0, λ = 0, ce pour toute valeur propre λ de A. Et comme A est diagonalisable
(théorème spectral), on a bien A = 0.
• Si A � B et B � C alors B − A et C − B sont positive. La somme de deux matrices positives étant positive

(((M +N)X|X) = (MX|X) + (NX|X)), C −A est positive et A � C . La relation � est transitive.
En conclusion, � est une relation d’ordre sur Sn(R).

Les matrices A =

1 0
0 2 (0)

(0) In−2

et B =

−1 0
0 3 (0)

(0) In−2

 ne sont pas comparables, donc la relation d’ordre

� n’est pas une relation d’ordre total.
2. Il est clair tout d’abord que si M est symétrique, alors pour tout C ∈Mn(R),

t(tCMC) = tCtM t(tC) = tCMC.

Puis si M est positive, alors :

∀X ∈Mn,1(R), (tCMCX|X) = t(tCMCX)X = tXtCMCX = t(CX)M(CX) ≥ 0.

Donc tCMC est bien symétrique positive. Donc il su�t de prendre M = B −A pour conclure.
3. Supposons que 0 � A. Soit λ ∈ R une valeur propre de A puis X ∈ Mn,1(R) \ {0} un vecteur propre associé.

Puisque X 6= 0, on a tXX = ‖X‖2 > 0 puis

λ =
tX(λX)
tXX

=
tXAX
tXX

≥ 0.

Par suite, les valeurs propres de A sont positives.
Réciproquement, puisque A est symétrique, alors il B = (e1, e2, ..., en) une base orthonormée de vecteurs propres

de A associés respectivement aux valeurs propres λ1, λ2, ..., λn. Si X =

n∑
i=1

xiei décomposée dans B,

(X|AX) =
n∑
i=1

λix
2
i ≥ 0

et ceci est équivalent à ∀X ∈Mn,1(R), tXAX ≥ 0, c’est-à-dire 0 � A.
4. (a) D’après le théorème spectral A = tPDP avec P orthogonale et D = diag(λ1, λ2, ..., λn) diagonale à coef-

�cients diagonaux ≥ 0 ( car 0 � A ). Si on pose ∆ = diag

(
λ

1
k
1 , λ

1
k
2 , ..., λ

1
k
n )

)
et B = tP∆P alors B est

symétrique et ses valeurs propres sont les λ
1
k
i ≥ 0 (B est semblable à ∆ puisque P−1 = tP ). Ainsi B est

symétrique et positive et véri�e Bk = A.
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(b) Soit µ une valeur propre de B et X un vecteur propre associé. On a alors AX = BkX = µkX . On a donc

(∗) : ∀µ ∈ Sp(B), ker(B − µIn) ⊂ ker(A− µkIn)

Les valeurs propres de B étant strictement positives ont des k-ièmes deux à deux distincts et, les sous-espaces
propres d’une matrice étant en somme directe, on a donc⊕

µ∈Sp(B)

ker(C − µIn) ⊂
⊕

µ∈Sp(B)

ker(A− µkIn)

B étant diagonalisable le membre de gauche est égal à Rn. Le membre de droite étant inclus dans Rn on a donc⊕
µ∈Sp(B)

ker(B − µIn) =
⊕

µ∈Sp(B)

ker(A− µ2In) = Rn

De plus, les inclusions dans (∗) sont nécessairement des égalités (sinon, on obtiendrait une inclusion stricte en
prenant la somme directe).
Finalement, les valeurs propres de A sont les carrés de celles de B et on a égélité des sous-espaces propres
correspondants. On peut écrire cela

Sp(B) =
{
λ

1
k

∣∣∣ λ ∈ Sp(A)
}

et ∀λ ∈ Sp(A), ker(B − λ
1
k In) ⊂ ker(A− λIn)

D’après la question précédente, siBk = A alorsB agit comme une l’homothétie de rapport λ
1
k sur ker(A−λIn).

Les sous-espaces propres de A étant supplémentaires dans Rn, B est ainsi parfaitement caractérisée (comme
une application linéaire sur une famille de supplémentaires).
Il y a donc unicité B, c’était donc l’unique solution et la façon dont l’a construite nous indique que B est
diagonalisable dans une base orthonormée diagonalisant A.

(c) Soit A dé�nie positive ( A ∈ S +
n (R) et ses valeurs propres sont strictement positives ). 0 n’est pas valeur

propre deA (question 2.) etA est donc inversible.A−1 et symétrique (commeA) et dé�nie positive (ses valeurs
propres, les inverses de celles de A, sont strictement positives). A

1
k est elle aussi dé�nie positive (ses valeurs

propres sont les racines k-ièmes de celles deA). Si on poseA
−1
k =

(
A

1
k

)−1
on a une matrice symétrique dé�nie

positive et

A
−1
k A

−1
k =

((
A

1
k

)k)−1
= A−1

L’unicité d’une telle matrice A
−1
k a été justi�ée en question précédente.

Il a été justi�é ci-dessus que

A
−1
k =

(
A

1
k

)−1
5. On commence par examiner le cas où, par exemple, B = In (on pourrait aussi envisager le cas où A = In). L’hy-

pothèse A � In donne que toutes les valeurs propres de A sont dans ]0, 1] ( o /∈ Sp(A) ). Donc toutes les valeurs
propres de A−1 sont dans ]1,+∞[ ce qui donne bien In � A−1.
Dans le cas général, soit C ∈ S +

n (R) à valeurs propres strictement positives telle que C2 = B. On a :

A � B ⇔ ∀X ∈Mn,1(R), tXAX ≤ t(CX)(CX)

⇔ ∀Y ∈Mn,1(R), tC−1Y A(C−1Y ) ≤ tY Y

⇔ ∀Y ∈Mn,1(R), tY (C−1AC−1)Y ≤ tY Y

On a donc C−1AC � In, on peut donc déduire du cas B = In que In � CA−1C . Or

In � CA−1C ⇔ ∀Y ∈Mn,1(R), tY (CA−1C)Y ≥ tY Y

⇔ ∀Y ∈Mn,1(R), t(CY )A−1(CY ) ≥ tY Y

⇔ ∀X ∈Mn,1(R), tXA−1X ≥ t(C−1X)(C−1X)

⇔ ∀X ∈Mn,1(R), tXA−1X ≥ tXC−1C−1X

⇔ B−1 � A−1
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Partie II
1. Pour tout X =

p∑
j=1

αjuj ∈ L = Vect(u1, u2, ..., up), on a :

(X|AX) =

p∑
j=1

λijα
2
j

Donc λip(x|x) ≤ (X|AX) avec égalité si X = up et λi1(X|X) ≥ (X|AX) avec égalité si X = u1. Ceci est
équivalent à

min
X∈L\{0}

(X|AX)

(X|X)
= λip et max

X∈L\{0}

(X|AX)

(X|X)
= λi1 .

2. Comme précédemment, max
X∈L\{0}

(X|BX)

(X|X)
= µp et min

X∈L′\{0}

(X|AX)

(X|X)
= λp. D’autre part, dim(L∩L′) = dim(L)+

dim(L′)− dim(L+L′) = n+ 1− dim(L+L′) ≥ 1, donc L ∩L′ 6= ∅. Soit donc Y un vecteur non nul de L ∩L′,
alors

min
X∈L′\{0}

(X|AX)

(X|X)
≤ (Y |AY )

(Y |Y )
≤ (Y |BY )

(Y |Y )
≤ max

X∈L\{0}

(X|BX)

(X|X)
.

D’où λp ≤ µp et ceci pour tout p ∈ [[1, n]], donc Sp(A) ⊂ Sp(B).

3. Considérons les deux matrices A =

(
2 1
1 1

)
et B =

(
4 0
0 1

)
. On a Sp(A) =

{
3 +
√

5

2
,
3−
√

5

2

}
, Sp(B) =

{ 4, 1 } et Sp(A−B) =
{
−1 +

√
2,−1−

√
2
}

, on a bien Sp(A) ≤ Sp(B) ce pendant A � B, car −1 +
√

2 > 0

et −1−
√

2 < 0.
4. SiA � CBtC , alors le résultat de la question 2. de cette partie montre que Sp(A) ≤ Sp

(
CBtC

)
= Sp

(
CBC−1

)
=

Sp(B).
Réciproquement, supposons Sp(A) ≤ Sp(B). Considérons une base orthonormée BA = (u1, u2, ..., un) une base
de vecteurs propres de A et BB = (v1, v2, ..., vn) une base de vecteurs propres de B, et soit C la matrice qui
transforme la base orthonormée BB à la base orthonormée BA, C est donc orthogonal et Cvi = ui pour tout

i ∈ [[1, p]]. Soit X =
n∑
i=1

xiui un vecteur décomposé dans la base BA, on a :

(X|(CBtC −A)X) = (X|(CBtC)X)− (X|AX)

=
(
tCX|B(tCX)

)
− (X|AX)

=

n∑
i=1

µix
2
i −

n∑
i=1

λix
2
i

=

p∑
i=1

(µi − λi)x2i ≥ 0

Donc A � CBtC .

Partie III
1. Tant que nous sommes dans un espace dimension �nie, il su�t de munir Mn(R) (et a fortiori Sn(R)) de la norme

M 7→ ‖M‖ =
(
tr(tMM)

) 1
2 .

Si M est symétrique, le théorème spectral donne l’existence de P orthogonale et de D diagonale telles que

M = PDtP = PDP−1

Année scolaire 21/22 3 / 5 Prof: Mohamed TARQI



Devoir libre de Mathématiqes-MP

et alors

‖M‖2 = tr(M2) = tr
((
PDP−1

)2)
= tr(D2) =

n∑
i=1

λ2i (1)

où λ1, λ2, ..., λn sont les valeurs propres de M , répétées autant de fois que leur multiplicité.
D’après la question 1 de la pertie II, pour toute matrice M ∈ Sn(R), on a :

∀X ∈Mn,1(R), λmin
tXX ≤ tXMX ≤ λmax

tXX (2).

où λmax et λmin sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de M .
Supposons que E soit une partie de Sn(R) minorée par A ∈ Sn(R) et majorée par B ∈ Sn(R), On a, pour tout
X ∈Mn,1(R), pour tout M ∈ E,

αtXAX ≤ tXMX ≤ βtXBX.
où
α = max(Sp(A)) et β = min(Sp(B)). Ainsi, si λ est une valeur propre de M et X un vecteur propre non nul
associé, l’inégalité ci-dessus montre que Sp(M) ⊂ [α, β]. Si γ = max(|α|, |β|), on obtient

∀λ ∈ Sp(M), λ2 ≤ γ2

Finalement, en tenant compte de la relation (1)

∀M ∈ E, ‖M‖ ≤
√
nγ

et E est bien borné.
Supposons réciproquement E bornée. Soit R > 0 tel que

∀M ∈ E, ‖M‖ ≤ R.

Alors, par l’expression de la norme à l’aide des valeurs propres, on a

∀M ∈ E, Sp(M) ⊂ [−R,R]

et donc
∀M ∈ E, −RIn �M � RIn

ce qui conclut la réciproque.
2. Aoit (Ak)k∈N une suite de matrices de Sn(R) croissante majorée pour �. Elle est aussi minorée pour � (par A0).

Donc bornée par la question précédente. On est en dimension �nie, on peut donc utiliser le théorème de Bolzano-
Weierstrass. Soit donc une suite extraite convergente

(
Aϕ(k)

)
k∈N. Elle est croissante pour �, et sa limite est A ∈

Sn(R). Soit
(
Aψ(k)

)
k∈N une autre suite extraite convergente, B sa limite. Fixons k ∈ N, à partir d’un certain rang

p0, on a ψ(p) ≥ ϕ(k), donc
Aϕ(k) � Aψ(p) � B (1)

donc
∀X ∈Mn,1(R), tXAϕ(k)X ≤ tXAψ(p)X

mais, par continuité de M 7→ tXMX ( linéaire en dimension �nie ), on a, pour toute X ∈Mn,1(R),

lim
p→∞

tXAψ(p)X = tXBX

et les inégalités larges (dans R, bien sûr) passent à la limite quand q tend vers +∞). En interprétant de nouveau
l’inégalité (1) par

∀X ∈Mn,1(R), tXAϕ(k)X ≤ tXBX

qui est vraie sans restriction sur k et en utilisant la conservation des inégalités larges à la limite quand k tend vers
+∞, on obtient

A � B
mais symétriquement B � A et donc par antisymétrie B = A. Ainsi la suite (Ak)k∈N admet une unique valeur
d’adhérence et donc converge.
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3. SoitA ∈ S +
n (R) telle queA � In et soitP une matrice orthogonale etD = diag(λ1, ..., λn) une matrices diagonale

telles que A = PDtP . On a M0 = P0tP , supposons que Mk = PDk
tP , Dk étant une matrice diagonale, on alors :

Mk+1 =
1

2

(
In −A+M2

k

)
=

1

2

(
In − PDtP + PD2

k
tP
)

=
1

2
P
(
In −D +D2

k

)
tP

On en déduit queMk+1 = PDk+1
tP avecDk+1 =

1

2

(
In −D +D2

k

)
et que pour tout i, ai,k+1 =

1

2

(
1− λi + a2i,k

)
où les ai,k sont les éléments diagonaux de Dk. On a, pour tout i ∈ [[1, n]] :

ai,k+2 − ai,k+1 =
1

2

(
1− λi + a2i,k+1

)
− 1

2

(
1− λi + a2i,k

)
=

1

2
(ai,k+1 − ai,k) (ai,k+1 + ai,k)

Les réels ai,k sont positifs ( car Mk ∈ S +
n (R) ), donc ai,k+2 − ai,k+1 est de même signe que ai,k+1 − ai,k. Or

ai,1 − ai,0 =
1− λi

2
≥ 0 car A ≤ In, donc la suite (ai,k)k∈N est croissante et comme elle est majorée, donc elle

converge vers un nombre réel ai ∈ R+ qui véri�e la relation ai =
1

2

(
1− λi + a2i

)
, cad ai = 1−

√
λi.

Posons D = diag(1 −
√
λ1, 1 −

√
λ2, ..., 1 −

√
λn). La suite de matrices (Mk)k∈N est donc convergente vers

L = PDtP .
La relationMk+1 =

1

2

(
I −A+M2

k

)
montre, par passage à la limite, que 2L = I−A+L2 ou encore (L−I)2 = A,

d’autre on peut véri�er par récurrence que ∀k ∈ N, Mk ≤ In et donc L ≤ In.
• • • • • • • • •
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