DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MP

Devoir libre n°07
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Premiere partie : Calcul approché de la constante d’Euler

1 .
1. (@) Onawu, —v, =— etdonc lim wu, —v, =0.
n n—-+oo

1 1 1 1
D’autre part U, 11 — U, = —— —In (n + > = +In <1 - > < 0. Ce qui prouve que (), cp-
n n

n n—+1 +1
est décroissante.

1 1 1 1
Enfin v,11 — v, = — — In <n + > =——1In <1 + ) > 0. Ce qui prouve maintenant que (vy,),,cy- est
n n

n
croissante.

Ces deux suites sont donc adjacentes de limite . D’ou l'existence de ~.
(b) On sait que, pour tout n € N, Vn > 2 v, < v < u, puis |u, —v,| < 10 Donc pour avoir une valeur
1 1
approchée a 107! prés, il suffit [u, — v,| = = < 10 il suffit donc d’avoir n > 10. v;9, u1g constitue donc un
n

encadrement de 2 valeurs approchées de y a 10 pres.

v 0,3.

2. (a) Surlintervalle [k, k + 1], la fonction g est de la forme : g(t) = at + b avec :

1
g(k):ak—i—b:%
1
gk+1)=alk+1)+ P

, . 1 1 1
D’oua =

— — —etbh=—— + —.
Frl BT Rl k
De méme, sur U'intervalle [k, k + 1], la fonction h est de la forme :

2
1
h(t):agt-i-bg sit € k+2,k‘+1:|

1
h(t):alt—i—bl sit € k,k+|:

avec les conditions :

1 1
alzh/(k’):f/(k):—ﬁ h(k):a1k+61:%
1 et 1
=hk+1)=f(k+1l)=———— h(k+1)= k+1 by =
m = Hk+1)= f(k+1) = (k+1) = aslk+1) b = =
Donc 5
by = —
k
by — 2
2T k1
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f est convexe car de dérivée seconde positive. g a pour courbe représentative la corde de la courbe représentative
de f et h a pour courbe représentative deux tangentes a celle de f. La corde est au dessus d’une courbe convexe

et les tangentes en dessous. D’ou les inégalités :

vt € [k, k+ 1], h(t) < f(t) < g(8).
Ona
k+1 k+3 k+1
/ h(t)dt / (art + bl)dt+/ (agt + bo)dt
k k k+l
2
h— Z)] = . 1)? — Z e
( 2) k + + (k+1) (k t5) | T3
_ 1 + _ # k _|_ 3 + L
k 4 ko 2(k+1)2 k+1
£—1k+ L oy
2k 8 2(k+1)  8(k+1)%
et

k+1 1/1 1
A 9@“—2<k+k+ﬂ-

En intégrant sur [k, k + 1], on obtient, par croissance de I'intégrale :

k-+1 k+1 k+1
A h@&<A f@&<A g (1) dt

ou encore

i_|_ 1 + 1 _i<1n ﬂ <i+#
2k ' 2(k+1)  8(k+1)2 8k2 — E ) =2k " 2(k+1)
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On retranche

de chacun des membres de 'inégalité précédente,on obtient :

LIS SRS SRS SRR 0k & WS NS I
2k 20k+1)  8(k+1)2 8k2 k k+1 =2k 20k+1)

On somme de k£ = n + 1 a n + p, puis en fait tendre p vers I'infini pour obtenir :

1 1 < < 1
o sn2 =TT =0y

1 < 1 <0
sn2 = \"" a9y T=E

<1073, c’est a dire dés que n? > 125 ou encore . > 12, ona u,, — o qui est une valeur approchée
n

(b) L’inégalité précédente s’écrit encore :

1
d—
Quan 2 1
deya 1073 pres. On choisit donc u12 — o ce qui donne :

v 0,576

(c) Tout d’abord, on a le développement limité :

LSS AUEAURE AU S S SR B S A |
k N k) k 2k2  3k3  4k*  5kD kS )

Ensuite, on a aussi :

r o+ ottt oty Aty 1. 1 1 1 1 T
Al k141 R\U kR B M)\ TR TR BB
ce qui permet d’écrire :
1\ 1 2 3 4 1
1) TR BRTE BB
IR A
k+1) KK k5
1o (LY _s (L
Mo\kt+1) " w0\

1
D’apres ce qui précéde, on a évidemment a = 5 et alors :

Nz 1 1/1 1 Lo 3 (1
n — — - ==+ — - —= —
k k+1 2\k k41 663 4kt 10k O\ kS

et

Donc

et puisque
L1 2.3 4 (1
(k+1)2 k2 K3 kA KD kb
1
on doit avoir b = 1z’ ce qui donne :
| k+1 1 1/1 1 n 1 1 1 1 . 1 1 1 1 n 1
n —_— —_——— — _———— —_— —_—— _= [0} _— = —_— —_——— [0} _—
k k+1 2\k k+1 12 \ k2 (k+1)? 30k° kb 120 \ k*  (k+1)4 3
. _ _ 1 . o
Ainsi donc, avec a = 5 b= 12 etc= 120" on obtient bien :

I kE+1 1 1/1 1 N 1 /1 1 1 /1 1
n — — =\l = — 55— ~ — | |-
k k+1 2\k k+1 12\k2 (k+1)?) k=400 120 \ k* (k+1)4
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[, (k+1 1
(d) On sait que u,, — vy = Z [ln < k ) i J , donc par somme et télescopage, on obtient :

k=n
L, 1
Up — YV —— +—5 ~ —.
n T T o T 1902 kteo 12002

(a) ker (®) est t clairement constitué des polyndmes constants Qg [X]. En effet, Q € ker(®) si et seulement si,
Q(X +1) = Q(X), Q est 1-périodique , () est donc constant.
Comme deg(®P (P)) =deg(P) — 1 dés que P n’est pas constant, On en déduit donc que, pour tout n € N¥,
I'image de la restriction ®,, de ® a Q,,[X] est incluse dans Q,,—1[X]. Or, d’aprés le théoréme du rang :

dim(Q,[X]) = dim(ker(®,,)) + dim(Im(P,)).

Donc Im (®,,) est donc de dimension n et Im (®,,) = Q,,—1 [X] pour n € N*. Finalement Im (®) = Q [X].
(b) D’apreés ce qui précéde, P est surjective donc 'existence est démontrée. Considérons deux polynomes Q)1 et Q2
tels que :

(Q1) = (Q2) = XP et Q1(0) = Q2(0) = 0.
On a alors ®(Q1 — Q2) = 0 et donc (Q1 — Q2) € ker(®) = Qp[X], c’est-a-dire que le polyndéme Q1 — Q2 est
constant. Or (Q1 — Q2)(0) = 0, donc cette constante est nulle, et ainsi ()1 = (2, et 'unicité est démontrée.
(c) On alidentité Q,(X + 1) — Q,(X) = XP. Par dérivation, on obtient :

Qp(X +1) = @ (X) =pXP .

Soit ®(Q,) = pXP~. Par définition, on a aussi : ®(Q,_1) = X~ d’ou : ?(Q,) = ®(pQp-1). Comme
précédemment, cela signifie que Q; — pQp—1 appartient & ker(®), c’est-a-dire que c’est un polynéme constant,
égal & (Q), — pQy-1)(0) = Q}(0).
Dot Q) — Q}(0) = pQp-1.

(d) Ona @, (X) — Q) (0) = pQp_1 (X), donc par intégration :

X
Q, (X) - XQ! (0) = /0 POy 1 () dt.

Il nous reste donc une constante a calculer. On a déja utilisé @), (0) = 0, de plus, pour p non nul, @, (1) = 0.
On obtient :

1
~Q 0 = [ Q1 tar
et donc :

X 1
(4) Qp(X) = /0 PQpn (1) dt — X /0 Q1 (1) dt,

ceci pour p non nul.

De maniére évidente Qo(X) = X. La formule (%) permet de calculer de proche en proche les polynomes
(Qn)nEN-
On trouve :
QO (X) = X7
1
Q1(X)=-X*— 3%
3 1 2 1
QRQ(X)==-X"— §X + 6X’
1 1
Qs(X) = X"~ §X3 + EXQ,
1 1 1 1
X)=X—X*4+2X3- X
Qu(X) =73 2" T3 307
1 1 5 1
X)=-X0--XxX°+ X' - X2
@ (%) =35 2" T2 12
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(e) Ona Q5 (0) = 0 et donc Q5(X) = 5Q4(X), Q% (X) est donc du signe de Q4 (X) qu’on factorise :

1 1 1 1
Q4 (X) = gX5 — 5X4 +-X3 - X

3 30
X(X-1)(2X -1)(3X?-3X — 1)
B 30
(3X 23X — 1) n’a pas de racine entre 0 et 1. Ce qui donne le tableau de variation suivant :
r |0 ! |
2

() 0 — 0 + 0

0 0

Q) | L —
128
Donc M5 = 0 et ms = 28"
(a) On cherche une relation de récurrence :
1
—1 (2
I, (k) = / PQp-1(t) (+)1 dt
o (t+ k)p
Q) -@,0)
(t+ k p“
! 1 1 )
i / RN |
o (t+k)PT (t+k)

RECEORE L Q) T REEENE
- Ltw)p*l}o”p“)/{) W rp QP(O){ p<t+k>p}o

Ou encore :

(b) D’une part, on a :

hik) = /01 (?j(g?dt: /01 (t—i—tk)zdt: /01 [tik - (t—fk)Z} = (k;ng) - k-lu'
D’autre part :
Ig (k) = I (k) — Q/55(0) ((1 +1k)5 B k15> B Q24(0) <(1 +1k)4 B kl4>
- Q33(0) ((1 +1k)3 - k13> N Q22(0) ((1 —:k)2 - /32> Q11(0) (1-11-I<: B ;)
=000 i (g~ ) ~ 1 (e )+ 2 ()

Ay oot/ r oy 1o ] +1 1
B k k+1 120\ (1+k)?* k) 12\(1+k?> & 1+k k
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1 1 [ 6
D’ 1 ltat de 1 tion 3 ——< <0,donc ——— [ ———=dt < I (k) <0, et
apres le résultat de la question 3e., on a 198 = Q5 (X) onc ——oo TS 6(k) <0,e

1 1 1
(2 )<Lk <o
128<k6 (1+k>6)_6<>_o

(c) D’apres I’égalité de la question 2a., on a :

par conséquent :

—+00 —+00
up—y= Y h(k=1)=Y L(k)
k*n—i—l k=n

“+00
—Z Z 1 1
120 (1+k)?* K
+£°° SRS o (R S
12k:n (1+k)?* K2 2k:n 1+k k

En effet, toutes ces séries convergent et pour les séries de différences, on a facilement leur somme en prenant
la limite des sommes partielles. On a donc :

1 1 1
=Sk — - — 4 —
Un =79 kz 6 () + To0mt ~ T2z T 2m
=N
D’aprés 1 ti écédent 1 1 1 < Ig(k) < 0. Par tél d
apres la question precedente, ona ——— —_— — = ~ < U. rar telescopage, on a donc :
prestaq P 128 \k6 ~ (1+k)5)="° pag

128n6 = ZIG

k=n
ce qui nous donne :

1 1 n 1 1 < < 1 1 n 1
S _ w — el S T S
2n  12n2  120m* 128n6 — " = 2n  12n2  120n4

(d) L’inégalité précédente s’écrit aussi :

1 1 1

<y — 4~ _~ <0
12806 = T o, T2 T 1o0na VS

1010

1/6
128) , n = 21 convient. La valeur approchée

1
11 suffit donc d’avoir 12808 = 1071 , Cest a dire n > <

cherchée est donc :

1 N 1 1
120 x 214 12 x 212 2x 21
« 0,5772156648

Y L u21 —

Deuxieme partie : Utilisation de v pour calculer certains
intégrales généralisées

-A-
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n

dt est généralisée en 1 mais on verra que la fonction sous signe intégrale a une limite finie

_ n—1 ‘
; par th, et on
i=0

1
1. L’intégrale /
o 1

_in n—1 1

en 1 et donc l'intégrale converge. En effet lim = lim ) #' = n, on remplace donc
t—1 1—1 t—1 4 : 1
1=

/1 1_¢n n—1 .1 n—1 1
dt:Z/ tdt=> -
0 1—1t —o 0 =0 141
By
=27
=1
Utilisons le changement de variable { =1 — Y dans I’égalité précédente, on obtient :
n
n
ny ol (1-2)
i) e
i no 1 < y) n
[ -0y
0 n Y

obtient :

n
1
2. Onau, = g — —1In(n), ce qui donne
i
i=1

=
\

@
3
I
c\:
—_
\

A1
:/01_
[B-6-21e

3. (a) La courbe représentative de la fonction exponentielle est convexe, donc elle est au dessus de sa tangente au
point (0, 1) d’équation y = 1 4 z. Ceci montre que

VeeR, 1+x<e”

A

—
|

—_
|

—_
|
A~~~ —
—
|

S IR I IR I |

3
o
< |&
|
»—\3
—
—_
|

\
~
3
o,
+
=

|
5
—~
S

~—_ ~— ~——

3

oL
< |8
+
}—\: =
r—

-

|
VN

—_

|
SIS
N—

ol
< | &

|

—~

3

S—

3
‘Q
<
|
»—\3
—
—_
|
|
~—
o
<
<

\ 4
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t t
(b) 1l suffit d’appliquer I'inégalité précédente, respectivement, avec z = — et x = ——.
n n

(c) Considérons la fonction définie sur [0, 1] par: f (u) = (1 — u)" —1+nu,ona f’ (u) =n (1 —(1- u)n_1> >0
pour u € [0, 1]. Comme f (0) =0:

Vuel0,1] 1—-w)"—1+nu>0

2
En remplagant u par ;% qui est dans [0, 1] pour ¢ € [0, n], on obtient I'inégalité demandée.
n

(d) L’inégalité de gauche n’est autre que la deuxiéme inégalité de la question 3.b. On réécrit I'inégalité de la question

3.c:
(1—f)n(1+§>n>1—”’;
n n n

Utilisons maintenant la premiére inégalité de la question 3.b, on a :

2

n n
ey<1—3) zey(l—% >1- 2
n n n

2

n
D’ou (1 - g) >e Y — y—e_y ou encore :
n n
2 n
ge,y > e Y — (1 _ g) .
n n

Ce qui est la deuxiéme inégalité.
e*.’ﬂ
4. Le probléme de convergence de I'intégrale est en +00. La fonction est positive et pour z > 1,ona — < e~ * dont

T
—x

- o o N tooe
I'intégrale converge par limite finie d’une primitive. ——dz converge.
1 €T

Ona .
A G N RGN
0 n T 1 n T
et
2 AT
e ——e "< (1——) <e*
n n
Ce qui donne
ez 2 ,—x
S )] st e ]
x x n x n
D’ou:
2 2
1] _ ¢ n _—x 11—e P4 —e™ ne ¥ — —e 7T
/ dx—/ dx<un§/ n dx—/ n dzx
0 €T 1 €T 0 xT 1 T
1 — n _— 1 — n _— n
1— x T 1— T T 1
/ € dx—/ edxﬁung/ € da;—/ edx—i—/ ze *dx
0 x 1 T 0 z 1T nJo
+o0 1 n
Or lintégrale xe “dz converge, donc lim — / xe ¥dz = 0. On passe a la limite dans les inégalités
n—+oo N Jg

0
précédentes. Ces limites existent bien et par application du théoréme des gendarmes :

1 “+o00o
'y:/ (1—e_y)dy—/ e_yd—y.
0 Y 1 Y
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1
T —os o a partir d'un développement limité a 'ordre 2 de e ™
—e x

1. On va faire un développement limité de g : = +—

au voisinage de 0, on a :

() = 1 -2
g$_1—<1—$+fc22+0(x2)> x
! _ !
B +o(2?) =

T —
ST
z\1-5+o(
1
=5 to()

o(1

1
Ceci prouve que g est prolongeable par continuité en 0 par 5 D’autre part, lirf g () = 1, ce qui prouve que P est
T—r+00
bornée au voisinage de 0 et de 400, et comme elle est continue sur |0, +-00[, elle y est bornée. Ainsi il existe M > 0
+00 +oo
e *g(x)| < Me" et I'intégrale / e~ *dx converge. Ceci prouve que / e g (x)dx
0 0

converge absolument donc converge.
—X —nx

tel que, Va €]0, 400,

e’ —e
2. Posons @, (x) = ——— pour z €]0, +00[. p est continue sur |0, +00[, se prolonge par continuité en 0 puisque,
x
—-r _ ,—nx 1—7—1
e e _ x +nx—|—o($):n_1+0(1)
x x
1 +oo e~ T _ g
De plus p(z) = o (2> . Donc l'intégrale / —————dx converge.
x x
eofx _ena e~ T
3. L’intégrale I, (a) converge puisque 0 < ———— < . De plus, on peut diviser cette intégrale en deux

x
intégrales convergentes par le méme type de majoration :

+oo ,—x —nx +oo —x +oo ,—nx
e — € e e
I, (a) :/ —dx = / —dzx —/ dx
a T a T a T

On fait le changement de variable nz = u dans la deuxiéme intégrale par ailleurs convergente. On a donc :

+oo ,—x +oo ,—u
I, (a) = / ° do —/  du
a x na U

€T
ne ] _(1—e*
:/ 1=0=e™y,

xT

na q.. na | _ %
[
a T a T

— In(n) — / . 1_;%@ (%)

De plus
+o0 e~ T _ gnT
lim I, (a) = / € T° 4
0 x

a—0

par définition d’une intégrale convergente.
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—x

4. Soit F' une primitive de f : z —

, F' a bien une limite finie en 0 puisque son intégrale converge. D’apreés
I’égalité (%) ona:

I, (a) =In(n) — /na f(z)dz = In(n) — F (na) + F (a)

On passe a la limite quand a tend vers 0 et :

a—0

+oo ,—x _ ,—nx
lim I, (a) = / € "% o= In(n)
0 xr

Up = Sp—1 — In(n)

+o00 ,—x _ ,—nx
=S,_1 —/ S
0 x
+o00 1
= Sn—1 _/0 (e7® —e ™) [1 —= 9 (az)} dz

+o00 e~ T _ gTnT +o0o
=5,_1— / - dz +/ (e_x — e_m”) g(x)dx
0 l1—e™® 0

Utilisons le changement de variables u = ¢~ * dans la premiére intégrale qui est bien convergente.

+oo ,—x _ ,—nzx 01_ n—1
[T [ s
0 1—e= 1 1—u

en utilisant le II.A). Il ne reste qu’a conclure :

Up = /0+00 (e™® —e ™) g(z)da

6. On casse encore la derniére intégrale obtenue en deux intégrales convergentes.

“+oo +oo
Up = / e g (x)dx — / e g (x)dx
0 0

+oo 1 400 M
Mais |[e "¢ (z)| < Me ™", et/ e "dr = —, dou / e "g(x)| < —.
0 n 0 n
+oo
Ceci prouve que lim e "g(x)dr =0etcomme lim v, =y, onaaussi:
n—+oo Jg n——+0oo

+oo
v = / e g (x)dx
0
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