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Exercice
Construction d’une base orthonormée

d’un sous-espace vectoriel de Rn

0.1 Structure de H
0.1.1 Il est clair que l’application ψ est linéaire de Rn vers R, de plus ϕ(1, 0, ..., 0) = 1 6= 0. Donc il

s’agit bien d’une forme linéaire non nulle.
0.1.2 On remarque que H = kerψ, donc H est un sous-espace vectoriel de Rn. Plus précisément

H le noyau d’une forme linéaire non nulle, donc c’est un hyperplan de Rn et par conséquent
dimH = n− 1.

0.2 On véri�e facilement que ψ(vk) = 0 pour tout k ∈ [[1, n − 1]], donc les vecteurs vk sont des vecteurs
de H .

Soit maintenant λ1, λ2, ..., λn−1 des réels tels que
n−1∑
k=1

λkvk = 0, donc:

n−1∑
k=1

λkek −
n−1∑
k=1

λkek+1 =
n−1∑
k=1

λkek −
n∑

k=2

λk−1ek = λ1e1 +
n−1∑
k=2

(λk − λk−1)ek − λn−1en = 0.

Comme la famille (e1, e2, ..., en) est libre, alors λ1 = λn−1 = 0 et ∀k ∈ [[2, n− 2]], λk − λk−1 = 0, ce
qui donne �nalement λ1 = λ2 = ... = λn−1 = 0.
Comme le sous-espace H est de dimension n− 1, la famille (v1, v2, ..., vn−1) est alors une base de H .

0.3 Construction d’une base orthogonale de H
0.3.1 Soit (j, k) ∈ [[1, n− 1]]2, on a:

(vj |vk) = (ej − ej+1|ek − ek+1) = (ej |ek)− (ej |ek+1)− (ej+1|ek) + (ej+1|ek+1).

• Si k = j, alors j 6= k + 1 et k 6= j + 1, donc (vj |vk) = 2.
• Si k /∈ { j − 1, j, j + 1 }, alors (vj |vk) = 0.
• Si k ∈ { j − 1, j, j + 1 }, on trouve (vj |vk) = −1.

0.3.2 Formules de cours
0.3.3 Détermination de εk pour k ∈ { 2, ..., n− 1 }
1medtarqi@yahoo.fr
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(i) Soit k ∈ { 2, ..., n− 1 } �xé. Pour tout l ∈ { 1, 2, ..., k − 1 }, on a:

0 = (εk|vl) = (vk|vl)−
k−1∑
j=1

(vj |vl)αj

Ceci est équivalent au système AkX = Bk où Ak = ((vj |vl))1≤j,l≤k−1, X =

 α1
...

αk−1

 et

Bk =

 (v1|vk)
...

(vk−1|vk)

.

(ii) D’après les calculs de la question [0.3.1], on obtient

Ak =



2 −1 0 . . . 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0
0 −1 2 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 . . . −1 2


, Bk =



0
0
0
...
0
−1


.

(iii) On remarque que x2 = 2x1 et la deuxième équation donne x3 = 2x2−x1 = 4x1−x1 = 3x1.
Montrons donc par récurrence que xi = ix1 pour tout i ∈ [[1, k−1]], c’est trivialement véri�é
pour i = 1. Supposons que xi = ix1 pour i ≤ j, on écrit alors la j-ème équation, on obtient:

−(j − 1)x1 + 2jx1 − xj+1 = 0⇔ xj+1 = (j + 1)x1.

Ce qui démontre le résultat.

La dernière équation nous donne −(k − 2)x1 + 2(k − 1)x1 = −1, donc x1 =
−1

k
. D’où la

solution générale de AXk = Bk:

X =
−1

k



1
2
3
...

k − 2
k − 1
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En reportant dans l’expression de εk, on obtient:

εk = vk −
k−1∑
j=1

(
−1

k

)
vj

= ek − ek+1 +
1

k

k−1∑
j=1

j(ej − ej+1))

= ek − ek+1 +
1

k

k−1∑
j=1

jej −
1

k

k−1∑
j=1

jej+1

= ek − ek+1 +
1

k

k−1∑
j=1

jej −
1

k

k∑
j=2

(j − 1)ej

= ek − ek+1 +
e1
k

+
1

k

k−1∑
j=2

(j − j + 1)ej −
k − 1

k
ek

=
1

k

k∑
j=1

ej − ek+1

=

(
1

k
, ...,

1

k
,−1, ..., 0

)

0.4 La famille
(

ε1
‖ε1‖

,
ε2
‖ε2‖

, ...,
εn−1

‖εn−1‖

)
avec ‖εk‖2 =

1

k2
+

1

k2
+ ...+

1

k2︸ ︷︷ ︸
k fois

+1 =
1

k
+ 1 est une base

orthonormée de H .

Problème
Étude des morphismes de C-algèbre Mn(C)

Première partie:
Résultats préliminaires sur les matrices Cn et Dn

1.1 Étude des matrices C3 et D3

1.1.1 C3 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 et D3 =

1 0 0
0 j 0

0 0 j2


1.1.2 On a C2

3 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 et C3
3 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 = I3.

D3
3 =

13 0 0

0 j3 0

0 0 (j2)3

 = I3 ( j est une racine 3-ème de l’unité ).
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D3C3 =

0 0 1
j 0 0

0 j2 0

 et C3D3 =

0 0 j2

1 0 0
0 j 0

, donc D3C3 = jC3D3.

1.1.3 Soient α, β et γ des scalaires tels que αI3 + βD3 = γD2
3 = 0, on obtient donc le système:

α+ β + γ = 0

α+ βj + γj2 = 0

α+ βj2 + γj4 = 0

.

C’est un système de Vandermonde, puisque la matrice associée s’écrit: V (1, j, j2) =

1 1 1

1 j j2

1 j2 j4


qui est inversible, donc nécessairement α = β = γ = 0 et par conséquent la famille (I3, D3, D

2
3)

est libre.
SiF3 désigne l’espace vectoriel de matrices diagonales, alors on sait queF3 = Vect(E11, E22, E33)
où (Eij)1≤i,j≤3 désigne la base canonique M3(C), donc dimF3 = 3 et comme Vect(I3, D3, D

2
3)

est sous-espace de F3, alors il y a égalité:

F3 = Vect(I3, D3, D
2
3).

1.1.4

χD(x) =

∣∣∣∣∣∣
x 0 −1
−1 x 0
0 −1 x

∣∣∣∣∣∣ (dé�nition de χD)

=

∣∣∣∣∣∣
x− 1 0 −1
x− 1 x 0
x− 1 −1 x

∣∣∣∣∣∣ (L1 ← L1 + L2 + L3)

= (x− 1)

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
1 x 0
1 −1 x

∣∣∣∣∣∣ (linéarité par rapport à la 1ère colonne)

= (x− 1)(x2 + 1 + x) ( règle de Sarrus )
= x3 − 1

Le polynôme caractéristique étant scindé à racines simples, doncC3 est diagonalisable dans M3(C).
1.2 Étude préliminaire sur les matrices Cn et Dn dans le cas général

1.2.1 1, w, w2, ..., wn−1 sont exactement les racines n-ème de l’unité, donc wkn = 1 pour tout k ∈
[[1, n− 1]], donc Dn

n = diag
(

1n, wn, ..., wn(n−1)
)

= diag(1, 1, ..., 1) = In.
1.2.2 Soit (e1, e2, ..., en) la base canonique de Cn, on confond matrice de Mn(C) et endomorphisme de

Cn canoniquement associé.
On a, pour tout k ∈ [[1, n− 1]], DnCn(ek) = Dn(ek+1) = wkek+1 et DnCn(en) = Dn(e1) = e1.
D’autre part, CnDn(ek) = Cn

(
wk−1ek

)
= wk−1ek+1 et CnDn(en) = Cn

(
wn−1en

)
= wn−1e1.

Ainsi, DnCn = wCnDn.

1.2.3 Soit α0, α2, ..., αn−1 des scalaires tels que
n∑

k=1

αkD
k
n = 0. On obtient un système de n équations:
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∀l ∈ [[0, n− 1]],

n−1∑
k=0

αkw
kl = 0

C’est un système de Vandermonde, puisque la matrice associée s’écrit:

V (1, w, ..., wn−1) =


1 1 . . . 1

1 w . . . wn−1

...
... . . . ...

1 wn−1 . . . w(n−1)2


qui est inversible, donc nécessairement α0 = α1 = ... = αn−1 = 0 et par conséquent la famille
(In, Dn, ..., D

n−1
n ) est libre. SiFn désigne le sous-espace vectoriel de matrices diagonales, alors on

sait que Fn = Vect(E11, E22, ..., Enn) où (Eij)1≤i,j≤n désigne la base canonique Mn(C), donc
dimFn = n et comme Vect(In, Dn, ..., D

n−1
n ) ⊂ Fn, alors il y a égalité:

Fn = Vect(In, Dn, ..., D
n−1
n ).

1.2.4 Par dé�nition

χCn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 −1
−1 x 0 . . . 0 0
0 −1 x . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ajoutons à la première ligne la combinaison linéaire

n∑
k=1

xk−1Lk, où Lk représente la k-ème ligne.

On obtient alors

χCn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 xn − 1
−1 x 0 . . . 0 0
0 −1 x . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn − 1

en développant par rapport à la première ligne.
χCn étant scindé et à racines simples, on en déduit que Cn est diagonalisable dans Mn(C).

1.2.5 D’après le théorème de Cayley-Hamilton χCn(Cn) = 0, c’est-à-dire Cn
n = In.

1.3 Une base de Mn(C) construite à partir des matrices Cn et n

1.3.1 u(ek) est le k-ème vecteur colonne de la matrice Cn, donc u(ek) = ek+1 pour tout k ∈ [[1, n− 1]]
et u(en) = e1.

1.3.2 On a u(e1) = e2. Supposons uk(e1) = ek+1, donc uk+1(e1) = u(ek+1) = ek+2 et ceci pour
k + 1 ∈ {1, 2, ..., n− 1}. En particulier, un−1(e1) = en et donc un(e1) = u(en) = e1.

1.3.3 Si k ∈ [[2, n]] on a un(ek) = un
(
uk−1(e1)

)
= uk−1 (un(e1)) = uk−1(e1) = ek, de plus on a

un(e1) = e1. D’où un = idE et donc Cn
n = In.
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1.3.4 Soit α0, α1, ..., αn−1 des scalaires tels que
n−1∑
k=0

αku
k = 0, en appliquant cette égalité à e1 on

obtient 0 =

n−1∑
k=0

αku
k(e1) = α0e1 +

n−1∑
k=1

αkek+1 et comme la famille (e1, e2, ..., en) est libre alors

α0 = α1 = ... = αn−1 = 0. Donc la famille (idE , u, ..., u
n−1) est libre.

Supposons que le polynôme minimal est de degré inférieur ou égal à n − 1, alors il existe un

polynôme P =
n−1∑
k=0

akX
k ∈ Cn−1[X] non nul tel que P (u) = 0, c’est-à-dire

n−1∑
k=0

aku
k = 0 avec

les ak sont tous non nuls. Mais ceci est en contradiction avec le fait que la famille (idE , u, ..., u
n−1)

est libre, donc nécessairement degP ≥ n. Comme le polynôme caractéristique est de degré n et
annulateur, alors le polynôme minimal vaut Xn − 1.

1.3.5 D’après [1.2.2] on a vu = wuv. D’autre part, la k-ème colonne deDn et proportionnelle à ek, plus
précisément, v(ek) = wk−1ek pour tout k ∈ [[1, n]].

1.3.6 Il s’agit d’une famille de n2 éléments de Mn(C), donc il su�t de montrer que la famille est libre

puisque dim Mn(C) = n2. Soit donc (αkl)0≤k,l≤n−1 des scalaires tels que
∑

0≤k,l≤n−1

αklC
k
nD

l
n =

0 ce qui équivalent à: ∑
1≤k,l≤n−1

αklu
kvl = 0. (1)

Calculons d’abord uk pour k ∈ [[0, n− 1]]. Pour k = 2, on obtient:

u2(e1) = u(e2) = e3

u2(e2) = u(e3) = e4
...

u2(en−2) = u(en−1) = en

u2(en−1) = u(en) = e1

u2(en) = u(e1) = e2

Pour k = 3, on obtient:

u3(e1) = u(e3) = e4

u3(e2) = u(e4) = e5
...

u3(en−3) = u(en−1) = en

u3(en−2) = u(en) = e1

u3(en−1) = u(e1) = e2

u3(en) = u(e2) = e3

Montrons donc par récurrence que pour tout k ∈ [[1, n− 1]], uk est dé�nie par:{
uk(ei) = ei+k si 1 ≤ i ≤ n− k
uk(ei) = en−i−k si n− k + 1 ≤ i ≤ n
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On suppose la propriété vraie pour un certain k ≤ n− 2, alors, en utilisant l’hypothèse de récur-
rence et en appliquant u, on a:
• si 1 ≤ i ≤ n− k − 1, uk+1(ei) = u(ei+k) = ei+k+1

• si i = n− k, uk+1(en − k) = u(en) = e1
• si n− k + 1 ≤ i ≤ n, uk+1(ei) = u(en−i−k) = en−i−k+1

On remarque que le cas i = n− k peut être réintégré dans le premier cas, donc on a bien:{
uk+1(ei) = ei+k+1 si 1 ≤ i ≤ n− k − 1

uk+1(ei) = en−i−k−1 si n− k ≤ i ≤ n .

La relation (1) entraîne
∑

1≤k,l≤n

αklu
kvl(ei) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n, donc

∑
1≤k,l≤n

αklu
kwl(i−1)ei = 0.

Or

∑
0≤k,l≤n−1

αklw
l(i−1)uk(ei) =

n−i∑
k=0

n−1∑
l=0

αklw
l(i−1)uk(ei) +

n∑
k=n−i+1

n−1∑
l=0

αklw
l(i−1)uk(ei)

=

n−i∑
k=0

n−1∑
l=0

αklw
l(i−1)ek+i +

n∑
k=n−i+1

n−1∑
l=0

αklw
l(i−1)en−k−i

Comme le ei sont libre alors
n−1∑
l=0

αklw
l(i−1) pour tout k ∈ [[0, n− 1]]. On obtient donc un système

qui s’écrit: 
1 1 1 . . . 1

1 w w2 . . . wn−1

1 w2 w4 . . . w2(n−1)

...
...

... . . . ...
1 wn−1 w2(n−1) . . . w(n−1)2




αk0

αk1

αk2
...

αk(n−1)

 =


0
0
0
...
0


Puisque les racinesn-ème sont deux à deux distinctes, alors le determinant de Vandemonde est non
nul et donc le système est inversible, par conséquent 0 est l’unique solution, donc nécessairement
αkl = 0 pour l ∈ [[1, n − 1]]. Comme k est quelconque alors, on peut déduire les αkl sont tous
nuls et par conséquent la famille (ukvk)0≤k,l≤n−1 est libre, donc il est de même de la famille
(Ck

nD
k
n)0≤k,l≤n−1.

Deuxième partie
Une question de réduction

2.1 On a fn = fn−1f = ffn−1 = IdE , donc f est inversible et f−1 = fn−1. De même g est inversible et
g−1 = gn−1.

2.2 On remarque Xn− 1 est un polynôme annulateur de f et g, donc comme on est dans C, les endomor-
phismes f et g sont diagonalisables et ses valeurs propres sont des racines n-ème de l’unité.

2.3 Étude des valeurs propres et des sous-espaces propres de l’endomorphisme f
2.3.1 On a f(g(x0)) = wg(f(x0)) = wg(λx0) = wλg(x0). x0 étant non nul et g inversible, donc

g(x0) 6= 0 et par conséquent on peut conclure que wλ est une valeur propre de f .
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2.3.2 On reprend le raisonnement précédent en remplaçant λ par wλ, on peut conclure que w2λ est
une valeur propre de f . De proche en proche, on peut dire que les wkλ, k ∈ [[1, n − 1]], sont des
valeurs propres de f .

2.3.3 Puisque λ est une racine n-ème de l’unité, alors λ 6= 0 et on peut conclure que les valeurs pro-
pres λ,wλ, ..., wn−1λ sont des deux distinctes, donc les valeurs propres de f sont exactement les
racines n-ème de l’unité.

2.3.4 Dans ces conditions χf = Xn − 1, donc les valeurs propres sont simples et par conséquent les
sous-espaces propres sont des droites vectoriels.

2.4 Une base de E, convenable pour les endomorphismes f et g
2.4.1 Soit k ∈ [[1, n− 1]], on a:

f(gk(e)) = wgf(gk−1(e))

= w2g2f(gk−2(e)) = ... = wk−1gk−1f(g(e))

= wk−1gk−1(gf(e))wk−1gk−1(g(e))

= wkgk(e).

2.4.2 D’après la question précédente, les vecteurs e, g(e), ..., gn−1(e) sont bien des vecteurs propres
(non nuls) de f . De plus le sous-espace propre associé à la valeur propre wk est engendré par
gk(e), k ∈ [[0, n − 1]]. Comme f est diagonalisable ces vecteurs engendrent E, donc ils forment
une base de E.

2.4.3 Puisque f(gk(e)) = wkgk(e), k ∈ [[0, n − 1]], alors Mat(f,B) = Dn. D’autre part, g(gk(e)) =
gk+1(e), donc Mat(g,B) = Cn.

Troisième partie
Application à la détermination des endomorphismes de l’algèbre Mn(C)

3.1 La propriété est vraie pour p = 0. Supposons qu’elle vraie à l’ordre p. Donc:

Φ(Mp+1) = Φ(MpM) = Φ(Mp)Φ(M) = Φ(M)pΦ(M) = Φ(M)p,

et on conclut par le principe de récurrence.
3.2 Puisque Dn

n = Cn
n = In, alors Φ(Dn)n = Φ(Dn

n) = Φ(In) = In et Φ(Cn)n = Φ(Cn
n ) = Φ(In) = In.

De même, Φ(Dn)Φ(Cn) = Φ(DnCn) = Φ(wDnCn) = wΦ(DnCn) = wΦ(Dn)Φ(Cn).
3.3

3.3.1 Les égalités matricielles de la question [3.2] se traduisent par les relations vectoriels:

fn1 = gn1 = idMn,1(C) et f1g1 = wg1f1.

3.3.2 Ceci découle des résultats de la deuxième partie.
3.3.3 Soit P la matrice de passage de la base canonique de E à la base de vecteurs propres B. D’après

les formules de changement de bases, on a Φ(Dn) = PDnP
−1 et Φ(Cn) = PCnP

−1.

3.4 Soit M =
∑

0≤k,l≤n−1

αklC
k
nD

l
n une matrice de Mn(C) décomposée dans la base (Ck

nD
k
n)0≤k,l≤n−1
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(d’après la partie préliminaire), alors on a:

Φ(M) = Φ

 ∑
1≤k,l≤n

αklC
k
nD

l
n


=

∑
0≤k,l≤n−1

αklΦ
(
Ck
nD

l
n

)
(Φ linéaire)

=
∑

0≤k,l≤n−1

αklΦ(Cn)kΦ(Dn)l (Φ morphisme d’algèbre)

=
∑

0≤k,l≤n−1

αklPC
k
nP

−1PDl
nP

−1 d’après la question [3.3.3]

= P

 ∑
0≤k,l≤n−1

αklC
k
nD

l
n

P−1

= PMP−1

3.5 Il est clair que les applications Ψ : M 7→ PMP−1 de Mn(C) dans Mn(C) où P est inversible sont
des applications linéaires, de plus Ψ(In) = PInP

−1 = In et ∀A,B ∈Mn(C),

Ψ(AB) = PABP−1 =
(
PAP−1

) (
PBP−1

)
= Ψ(A)Ψ(B).

Donc les applications précédentes sont bien des morphismes de la C-algèbre Mn(C).
• • • • • • • • ••
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