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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.
L'usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier
de rappeler avec précision les des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce sujet est composé d’'un exercice et d’'un probléeme indépendants a traiter dans 'ordre souhaité.

Exercice
Calcul d’intégrales
(Noté sur 4 points sur 20)

Soit A € C\ [~1, 1]. On consideére le polynéme Py = X? + 20X + 1 € C[X], et on définit la fonction

de la variable réelle F), par :

1

0.1 Etude des racines du polynéme P,
On note z; et 23 les racines complexes du polynéme P, et on suppose que |z1| < |22].

0.1.1 Préciser les valeurs de z1 + 25 et z129.
0.1.2 On suppose que |z;| = 1 et on choisit # € R tel que z; = €', Justifier que 2, = ¢~ puis
trouver une contradiction.

0.1.3 Montrer que 0 < |z1| < 1 < |zg].

1
0.2 Décomposer la fraction rationnelle B, en éléments simples dans C(X).
A

0.3 Développement de la fonction F), en série trigonométrique
2€iac
Py(e™)’

0.3.1 Vérifier que pour tout réel z, F,,(z) =

2 1 216
0.3.2 Montrer que pour tout réel z, I = A , .
quep T @) 21 — 29 (1 —e "y + 1-— emzl>

0.3.3 Justifier que, pour tout réel z, la série numérique Z 21 cos(nx) est convergente et que
n>1

+o00o
2
Fo(z) = P (1 +2) af cos(n:c)) .

n=1

0.4 Application au calcul d’intégrales

On considere la suite de fonctions (wy,),>1 définies par :

Vn e N*, Vo € R, wy(z) = 2] cos(nx).

0.4.1 Montrer que la série de fonctions E wy, converge uniformément sur R.
n>

i t
0.4.2 En déduire les valeurs des intégrales / cos(pt) dt, pour tout p € N.
0

A+ cost
cos(nt) dt et /“ cos(nt)
2+ cost o cost+ cosha
n € Net tout réel a > 0, ot1 cosh désigne la fonction cosinus hyperbolique.

™
0.8 Donner en particulier les valeurs des intégrales / dt pour tout
0
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Probléme
Etude d’une série entiére
a> _ala—1)..(a—n+1)

n n

Pour tout (a,n) € R x N, on pose a) = 1sin:0et< sin>1.0n
n

considere la suite réelle (b,,),cn définie par :

1 1 1
bozletVnEN*,bn:|/ t(tl)...(tn+1)dt:/ (t>dt.
n. 0 0

n

Le probléme a pour objectif de déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z b,z", puis
n>0

de calculer sa somme sur un intervalle ouvert de convergence et en fin d’étudier son comportement

aux bornes de cet intervalle.

lére Partie
Quelques résultats préliminaires

1.1 Une inégalité utile

Soit ¢ : [0,1] — R une fonction de classe ¢ telle que " < 0 et ©(0) = ¢(1) = 0.

1.1.1 Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], p(t) = t©'(0) + /Ot(t —5)¢"(s)ds.

1.1.2 En déduire que ¢'(0) = — /01(1 — 5)¢"(s)ds.

1.1.3 Montrer que, pour tout (s,t) € [0,1]%, p(t) = — /Ol(min(s,t) — st)"(s)ds.

1.1.4 Montrer que, pour tout (s,t) € [0,1]%, 0 < min(s, t) — st < i, puis en déduire que

#(0) — /(1)

Vi e [0,1], 0<¢p(t) < 1

1.2 Etude de la convergence d’une intégrale et d’une série numérique

1.2.1 Montrer que la fonction ¢t — est intégrable sur l'intervalle [2,+o0] et calculer

+o0 1
[
2 tIn“t

1.2.2 En déduire que la série numérique Z
n>2

tin%¢

1

nin?n

est convergente.

1.3 Formule du binéme généralisée

N N +o0 N
Si N est un entier naturel et z un nombre réel, alors (14-z)" = Z < ) " = Z ( > x"; C'est
n n

n=0 n=0
la formule du bindme de Newton. L’objectif de cette section est d’établir une généralisation de

cette formule au cas ot1 IV est remplacé par un réel qui n’est pas un entier naturel.

Pour cela, on considére un nombre réel «, qui n'est pas un entier naturel, et on note f, la
fonction définie sur l'intervalle | — 1, +-o0[ par:

Ve > -1, fo(z)=(142).
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1.3.1 Vérifier que la fonction f, est solution sur l'intervalle | — 1, +oo[ de ’équation différen-
tielle

(1+z)y —ay=0 ©)
1.3.2 On se propose dans cette sous section de chercher les solutions de 1’équation différentielle

(1) qui sont développables en série entiére au voisinage de l'origine. Pour cela, on

consideére une série entiére E apz™ de rayon de convergence R > 0 et on suppose que
n>0
+oo

sa somme, notée ¢ : = — E anz™, est une solution de (1) sur l'intervalle | — r, r|, avec

n=0
r =min(R,1).

(i) Montrer que, pour toutn € N, (n+ 1)ap4+1 = (o — n)ay..
a
(ii) En déduire que, pour tout n € N, a,, = < >a0.
n
(iif) Calculer le rayon de convergence p de la série entiere ainsi obtenue lorsque ag = 1,
puis vérifier que sa somme est bien solution de (1) sur l'intervalle | — p, p|.

oo
1.3.3 Montres soigneusement que pour tout z €] — 1, 1], (1 +z)* = Z <a> z".
n
n=0

2eme Partie
Calcul du rayon de convergence et de la somme
de la série entiére en question

On rappelle que la suite (b, ),en est définie par :

1/t Lrt
bo—letVneN*,bn—/ t(t—l)...(t—n+1)dt—/ < )dt.
0 0

n! n
()] <
n

2.2 En déduire que le rayon de convergence R; de la série entiere Z b, 2" vérifie Ry > 1,
n>0

2.1 Vérifier que, pour tour ¢ € [0, 1] et tout entier naturel n,

2.3 Soit z €] — 1, 1[. On note (uy, )nen la suite de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

t
VneN, Vte0,1], up(t)= <n)x"

2.3.1 Montrer que la série de fonctions Z up, converge normalement sur le segment [0, 1].

n>0
2.3.2 En déduire que

t N x

2.4 On cherche ici a montrer que le rayon de convergence R; de la série entiere E b, z" vaut 1.
n>0

Raisonnant par I’absurde, on suppose que R; > 1 et on pose f(x Z bpa", x €] — Ry, Ry[.
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—1

2.4.1 Soit x €]0, 2[. Justifier que f(x — 1) ~

-0+ Inz’
2.4.2 Trouver une contradiction et conclure.

3eme Partie
Etude du comportement de la série entiere
aux bornes de son intervalle do convergence

Pour tout entier n > 2, on note h,, la fonction définie sur le segment [0, 1] par :
- t
Vt € (0,1], h,(t) =tl In{l—-=].
0.1 haft) = tinn > (1 )

3.1 Etude de la suite de fonctions (h,,),>2

On considere la suite (vy,),>2 de fonctions définies sur le segment [0, 1] par :

n n

Vn >2, Vte€0,1], vy(t) =In (1—t> —tln (1—1>.

n
3.1.1 Vérifier que pour tout entier n > 2 et, tout ¢t € [0, 1], hy, () = Z v (t).
k=2

3.1.3 En utilisant le résultat de la section 1.1 de la premiére partie, montrer que, pour tout

1 1
tiern > 2ettoutt € [0,1],0 < vp(t) < ———— — —.
entier n > 2 et tout ¢ € [0, 1] _Un()—4(n_1) in

3.1.3 En déduire que la série de fonctions Z v, converge normalement sur le segment [0, 1].
n2

3.1.4 Montrer que la suite de fonctions (hy,),>2 converge uniformément sur le segment [0, 1]
vers une fonction notée h, puis justifier que h est continue sur le segment [0, 1].
3.2 Recherche d’un équivalent de la suite (b, ),cn

3.2.1 Vérifier que, pour tout n € N*, b, = (—1""1|b,|.

1
3.2.2 Montrer que, pour tout entier n > 2, (n + 1)|bp41| = / t(1— t)e_“n”eh"(t)dt.
0

1
3.2.3 Montrer que, pour tout entier n > 2 et tout ¢t € [0,1], 0 < h(t) — hy(t) < o
n
3.2.4 En déduire, pour tout entier n > 2, 'encadrement

1 1
eTn / t(1-— t)eitln"eh(t)dt < (n+1)|bpt1| < / t(1— t)eftln”eh(t)dt.
0 0

1 Inn
1 :
3.2.5 Montrer que, pour tout entier n > 2,/ t(l—t)e_“n"eh(t)dt = Z se (1 — —) e
0 n“n Jo
3.2.6 On note g la fonction définie sur 'intervalle [0, +-oo[ par :

VE>0,9(t) = (1—t)e"Psit e[0,1]etg(t) =0sit > 1.

(i) Justifier que la fonction g est continue sur 'intervalle [0, 4-oc0].
(ii) Montrer, en vérifiant soigneusement les hypothéses du théoréme utilisé, que la suite

+oo
PR —8 S
numérique ( / se g (—) ds> converge vers 1.
0

Inn n>2
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cee , . . N (_1)71—1
D d ~Y ~J _—
(iii) Déduire de ce qui précede que |b,| oo n T et que by, n oo T LEm

3.3 Retour al’étude de la série entiere aux bornes de son intervalle de convergence
3.3.1 Montrer quo la série entiere E bp,a™ de la variable réelle x, converge normalement sur le

n>0
segment [—1, 1].

On note encore f la somme de cette série sur le segment [—1,1] :

+o0
Vo € [-1,1], f(z) =) bua"™
n=0

X

3.3.2 Justifier que, pour tout z €] — 1,1], f(z) = mita)

3.3.3 Justifier la convergence de la série numérique Z(—l)"bn et calculer sa somme.
n>0

FIN DE L'EPREUVE
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