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Épreuve de Mathématiques II
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

• • • • • • • • ••

Exercice
1. (a) Soit α1, α2, α3 des réels tels que α1e

′
1+α2e

′
2+α3e

′
3 = 0, donc (α1+α3)e1+(α1+α2)e2+(α1+α2−α3)e3 =

0 et comme (e1, e2, e3) est une base de E, alors :
α1 + α3 = 0
α1 + α2 = 0

α1 + α2 − α3 = 0

On vérifie facilement que α1 = α2 = α3 = 0, donc la famille (e′1, e
′
2, e
′
3) est libre et comme dimE = 3,

alors la famille est une base de E.
(b) fa(e′1) est la somme des trois colonnes, donc fa(e′1) = e1 + e2 + e3 = e′1, de même fa(e′2) = a(e2 + e3) =

ae′3 et fa(e′3) = (a− 1)(e1 − e3) = (a− 1)e′3. Donc les trois vecteurs e′1, e
′
2, e
′
3 sont des vecteurs propres

de fa, avec des valeurs propres associées respectivement 1, a et a− 1.
(c) Les colonnes de la matrice de passage de B à B′ sont données par les coordonnées de e′1, e

′
2, e
′
3 dans

la base (e1, e3, e3) :

P =

1 0 1
1 1 0
1 1 −1

 .

(d) L’espace E admet une base de vecteurs propres de l’endomorphisme fa, donc fa est diagonalisable.
(e) La matrice Da est la matrice diagonale formée par les valeurs propres de fa, c’est la matrice qui repré-

sente fa dans la base de vecteurs propres :

Da =

1 0 0
0 a 0
0 0 a− 1

 .

2. (a) Le système (S) est équivalent à

x′(t)1y′(t)
z′(t)

 = Ma0

x(t)
y(t)
z(t)

 avec a0 = 3.

(b) On a (S)⇔ X ′(t) = M3X(t)⇔ X ′(t) = PD3P
−1X(t)⇔ P−1X ′(t) = D3P

−1X(t) et comme P est une
matrice constante ne dépend pas de t, alors P−1X ′(t) =

(
P−1X(t)

)′, d’où :

(S)⇔ Y ′(t) = D3Y (t)

(c) On obtient les trois équations différentielles :


y′1(t) = y(t)
y′2(t) = ay(t)
y′3(t) = (a− 1)y3(t)

, donc


y1(t) = c1e

t

y2(t) = c2e
at

y3(t) = c3e
(a−1)t

où c1, c2, c3 sont des constantes.
(d) La solution générale du système (S) est donnée par X(t) = PY (t), on trouve :

X(t) = c1e
t

 1
1
1

+ c2e
at

 0
1
1

+ c3e
(a−1)t

 1
0
−1


où c1, c2, c3 sont des constantes arbitraires.
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(e) La solution du système vérifiant la condition X(0) =

0
1
2

 est

X(t) = et

 1
1
1

− e2t
 1

0
−1

 .

c1 = −c3 = 1 et c2 = 0.

Problème
Partie 1

Cas où A est une matrice possédant n valeurs propres distinctes

1. (a) Puisque A admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable ( théorème de cours ), donc il
existe une matrice P inversible telle que P−1AP = D soit diagonale.

(b) R est une racine carrée de A est équivalent à R2 = A ou encore P−1R2P = D et comme P−1R2P =(
P−1RP

)2, alors R est une racine carrée de A si, et seulement si, P−1RP est une racine carrée de D.
2. (a) Dans ce cas D est un polynôme en ∆, donc D et ∆ commutent : D∆ = ∆D.

(b) ∆ = (dij)1≤i,j≤n et on a D = (δijαij)1≤i,j≤n avec αii = λi pour tout i ∈ [[1, n]]. Donc l’égalité D∆ = ∆D
s’écrit à l’aide des coefficients des deux matrices :

∀i, j ∈ [[1, n]],

n∑
k=1

dikδkjαkj =

n∑
k=1

δikαikdkj

Après simplification on obtient :
dijλj = λidij

ou encore
dij(λi − λj) = 0

et comme les λi sont distinctes, alors dij = 0 pour tout couple (i, j) tel que i 6= j, autrement dit ∆ est
une matrice diagonale.

(c) L’égalité entre matrices ∆2 = D entraine nécessairement δ2i = λi et ceci pour tout i ∈ [[1, n]].
3. D’après l’étude précédente si A admet une racine carrée, alors les valeurs propres sont positives. Ainsi, si

A admet au moins une valeur propre négative, alors il n’y aura pas de racines carrées, donc Rn(A) = ∅.
4. (a) Si toutes les valeurs propres λi sont positives, alors

Rn(D) ⊂
{

diag
(
ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn

)
| ∀i, εi = ±1

}
Inversement, toute matrice de type B = diag

(
ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn

)
(où εi = ±1) vérifie B2 = D. D’où

légalité :
Rn(D) = {diag(ε1

√
λ1, . . . , εn

√
λn)/ ∀i, εi = ±1}.

(b) Si toutes les valeurs propres de A sont positives alors chaque racine carrée de D donne une racine
carrée de A et par conséquent :

Rn(A) =
{
P diag

(
ε1
√
λ1, . . . , εn

√
λn

)
P−1| ∀i, εi = ±1

}
.
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(c) Deux cas sont possibles :
• Si λ1 6= 0, alors chaque valeur propre λi possède de racines carrées distinctes

√
λi et −

√
λi. Ainsi

R ∈ Rn(A) si, et seulement il existe (ε1, ε1, ..., εn) ∈ {−1,+1}n tel que

R = P diag(ε1λ1, ..., εnλn)P−1

Donc il y a autant d’éléments dans Rn(A) que d’éléments dans {−1,+1}n. Donc

card Rn(A) = 2n.

• Si λ1 = 0, alors les autres valeurs propres sont strictement positives, et dans ce cas il y a une bijection
entre Rn(A) et l’ensemble des applications {λ2, λ3, ..., λn} dans {−1,+1}. Donc :

card Rn(A) = 2n−1.

5. Les valeurs propres se trouvent sur la diagonale carA est triangulaire, donc Sp(A) = {1, 2, 3}, on remarque
ausi que Ae1 = e1, Ae2 = 2e2 et A(e2 + e3) = 3(e2 + e3), donc (e1, e2, e2 + e3) est une base de vecteurs

propres de A, soit P =

1 0 0
0 2 0
0 1 1

 la matrice de passage de la base initiale à la base de vecteurs propres,

donc, d’après l’étude précédente :

R3(A) =
{
P diag

(
ε1, ε2

√
2, ε3
√

3
)
P−1|εi ∈ {−1,+1}}

Partie 2

Cas où A = diag(λ1In1 , ..., λrInr)

1. (a) On a, dans ce cas, R2 = In, donc R est une racine d’un polynôme scindé dans R à racines simples,
donc la matrice R est diagonalisable.

(b) Il est clair que
{
P diag(ε1, ..., εn)P−1|P ∈ GLn(R) et ε = ±

}
⊂ Rn(In). Réciproquement, soit R une

racine carrée de In, donc les valeurs propres possibles de R sont 1 et −1, donc R est semblable à une
matrice de type diag(ε1, ..., εn), ce qui montre l’autre inclusion.

(c) On a R2 = λIn ⇔
(
R√
λ

)2

= In, donc R est une racine carrée de λIn si, et seulement si,
R√
λ

est une

racine carrée de In, donc :

Rn(λIn) =

{
1√
λ
P diag(ε1, ..., εn)P−1|P ∈ GLn(R) et ε = ±1

}
.

2. (a) On note J1, J2, ..., Jr les sous-ensembles de [[1, n]] correspondant respectivement aux valeurs propres
λ1, λ2, ..., λr. Soit B = (bi,j)1≤i,j≤n une matrice qui commute avec A. Les calculs montrent que

AB = BA⇔ ∀i, j ∈ [[1, n]], (λi − λj)bij = 0.

Si i et j appartiennent à un même sous-ensemble Jk, alors λi = λj et dans ce cas on peut rien dire sur
le coefficient bij .
Si i et j appartiennent à deux sous-ensembles Jk distincts, alors dans ce cas bij = 0.
Ainsi AB = BA si, et seulement si, tous les coefficients de B sont nuls, sauf les aij tels que i, j appar-
tiennent simultanément à l’un des sous-ensembles Jk. Donc B est de la forme demandée en question.

(b) Soit R une racine carrée de A, donc R2 = A et par conséquent AR = RA et par conséquent R est

diagonale par blocs, de la forme

A1 (0)
. . .

(0) Ar

. D’après les règles de calcul sur les matrices par

blocs, on déduit :
∀i = 1, 2, ..., r, A2

i = λiIni .

D’après la première question de cette partie, Ai ∈ Rni(λiIni). Ainsi,

Rn(A) = {diag(A1, A2, ..., Ar)|Ai ∈ Rni(λiIni), ∀i ∈ [[1, r]]}
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3. (a) On a S2
q = I2, donc Sq ∈ R2(I2) et N(Sq) = max(1, q) qui tend vers +∞, donc R2(I2) est une partie

non bornée de M2(R).

(b) Considérons la matrice diagonale par bloc Yq =

(
Sq (0)
(0) In−2

)
. On a Y 2

q = In et N(Yq) = max(1, q) qui

tend vers +∞ quand q tend vers +∞, donc Rn(In) est une partie non bornée de Mn(R).

Partie 3

Cas où A est une matrice nilpotente

1. (a) Puisque B2 = A. Donc B2p = Ap = 0 et B2p−2 = Ap−1 6= 0.
(b) D’après la question précédente le polynôme minimal de B soit X2p ou X2p−1.
(c) • Si B2p−1 6= 0, comme B2p = 0, il vient 2p ≤ n.
• Si B2p−1 = 0 comme B2p−2 6= 0, il vient 2p− 1 ≤ n.

Donc dans tous les cas p ≤ n+ 1

2
.

2. (a) Si P 2 −A− 1 est un polynôme annulateur de A, alors Xp divise P 2 −X − 1 ( d’après la définition du
polynôme minimal ). Inversement, supposons qu’il existe un polynôme Q tel que P 2 −X − 1 = XpQ,
alors comme Ap = 0, alors P 2(A)−A− In=0. D’où l’équivalence.

(b) On a
√

1 + x = Qp(x) + apx
p + o(xp) = Qp(x) + apx

p + xpε(x) avec lim
x→0

ε(x) = 0 ( le coefficient ap est

donnée par le développement limité de
√

1 + x ). Élevons au carré :

1 + x = Qp(x)2 + a2px
2p + x2p(ε(x))2 + 2apx

pQp(x) + 2xpε(x)Qp(x) + 2apx
pε(x)

1 + x−Qp(x)2

xp
= a2px

p + xp(ε(x))2 + 2apQp(x) + 2ε(x)Qp(x) + 2apε(x)

D’où lim
x→0

1 + x−Qp(x)2

xp
= 2apQn(0), par conséquent x 7→ Qp(x)2 − 1− x

xp
admet une limite finie en

0.
D’autre part, par division euclidienne, il existe des polynômes Q et R tels que Q2

p −X − 1 = XpQ+R

avec R = 0 eu deg(R) ≤ p − 1. Ainsi, ∀x ∈ R∗,
Qp(x)2 − x− 1

xp
− Q(x) =

R(x)

xp
, donc x 7→ R(x)

xp

admet une limite finie en 0. Supposons R =

p−1∑
k=0

βkX
k 6= 0. Soit i = min{k ∈ [[1, p − 1]]|βk 6= 0}, alors

R(x) =

p−1∑
k=i

βkx
k ∼

0
βix

i,
R(x)

xp
∼
0
βi

1

xp−i
, ce qui donne lim

x→0

∣∣∣∣R(x)

xp

∣∣∣∣ = +∞. Donc nécessairement R = 0.

Finalement Xp divise Q2
p −X − 1 et donc Qp(A) est une racine carrée de In +A.

3. (a) Il suffit de remarquer que si A est nilpotente, alors il est de même de la matrice αA, pour tout α ∈ R.

(b) Soit R une racine carrée de
1

β
A+ In ( il existe d’après la question précédente ), donc R2 =

1

β
A+ In et(√

βR
)2

= A+ βIn et par conséquent Rn(A+ βIn) est non vide.

4. Remarquons que H = A + I3 avec A =

0 −1 0
0 0 −1
0 0 0

. A est nilpotente d’indice 3 ( A2 6= 0 et A3 = 0 ).

Donc une solution de l’équation X2 = H est donnée par Q3(A).

On a
√

1 + x = 1 +
x

2
− x2

8
+ o(x2). Donc Q3(A) = I3 +

1

2
A− 1

8
A2 =


1
−1

2

−1

8

0 1
−1

2
0 0 0

.

Partie 4
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Cas où A est une matrice symétrique réelle positive

1. Supposons X ∈Mn,1(R), tXAX ≥ 0. Pour X vecteur propre associé à la valeur propre λ, on obtient
tXAX = λXtX avec XtX > 0 et donc λ ≥ 0.
Réciproquement, supposons les λi sont tous positifs. Par le théorème spectral, on peut écrire A = PDtP
avec P orthogonale et D diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
λ1, . . . , λn ∈ R+ de A. Pour toute colonne X , on a alors
tXAX = tY DY avec Y = tPX puis

tXAX =
n∑
i=1

λiy
2
i ≥ 0. Donc A est positive.

2. (a) Application directe du théorème spectral.
(b) D’après la première question de cette partie, les valeurs propres de A sont positives, donc on peut

écrire :

A = P diag(λ1, λ2, ..., λn)P−1

= P diag
(√

λ1,
√
λ2, ...,

√
λ2

)
P−1P diag

(√
λ1,
√
λ2, ...,

√
λ2

)
P−1

=
(
P diag

(√
λ1,
√
λ2, ...,

√
λ2

)
P−1

)2
.

Donc la matrice S = P diag
(√

λ1,
√
λ2, ...,

√
λ2

)
P−1 répond bien à la question.

3. (a) On a
PD2

1 = P−12 P1D
2
1 = P−12 S1P1D1 = P−12 S2

1P1 = P−12 S2
2P1 = D2P

−1
2 S2P1 = D2

2P

(b) Posons D1 = diag(α1, α2, ..., αn), D1 = diag(β1, β2, ..., βn) et P = (pi,j)1≤i,j≤n. Alors l’égalité PD2
1 =

D2P est équivalente à ∀i, j ∈ [[1, n]]2, pi,j(α2
i −β2i ). Donc si pi,j = 0, alors αjpi,j = βipi,j = 0 et si pi,j 6= 0,

alors α2
i = β2j et comme αi et βj sont positives αi = βj et par suite pi,jβj = pi,jαi.

Dans tous les cas pi,jαi = pi,jβj , donc en reprenant le calcul précédent en remplaçant α2
i par αi et

β2j par βj , on obtient ∀i, j ∈ [[1, n]], (PD1)i,j = (D2P )i,j , c’est-à-dire PD1 = D2P . En remplaçant P par
son expression, on obtient P1D1P

−1 = P2D2P
−2
2 , c’est-à-dire S1 = S2.

Partie 5

Étude d’un cas où A est une matrice complexe

1. Posons z = reiθ ∈ C \ R− avec θ ∈] − π, π[, alors
√
re

iθ
2 et −

√
re

iθ
2 sont les deux racines carrées de z, elles

sont opposées, on choisit donc y =
√
re

iθ
2 comme l’unique complexe de partie réelle strictement positive

vérifiant y2 = z.
2. On sait que le produit X2 est triangulaire supérieure. On pose X2 = (zij)1≤i,j≤n, alors pour 1 ≤ j < i ≤ n,

on a zi,j = ti,j = 0 et ∀i ∈ [1, n], zi,i = x2i,i.

Si on a X2 = T alors nécessairement

{
x2i,i = ti,i (1 ≤ i ≤ n)

zi,j = ti,j (1 ≤ i < j ≤ n)

Mais pour tout couple (i, j) tels que 1 ≤ i < j ≤ n, on a :

zi,j =
i−1∑
k=1

xi,kxk,j + xi,ixi,j +

j−1∑
k=i+1

xi,kxk,j + xi,jxj,j +
n∑

k=j+1

xi,kxk,j

= (xi,i + xj,j)xi,j +

j−1∑
k=i+1

xi,kxk,j .

Donc

zi,j = ti,j ⇐⇒ (xi,i + xj,j)xi,j = ti,j −
j−1∑
k=i+1

xi,kxk,j .
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L’équation X2 = T est donc équivalente au système :
x2i,i = ti,i (1 ≤ i ≤ n)

(xi,i + xj,j)xi,j = ti,j −
j−1∑
k=i+1

xi,kxk,j (1 ≤ i < j ≤ n)
.

Donc il faut montrer que le système admet des solutions. On cherche à construire une solution X telle que
xi,i + xj,j 6= 0 pour tous i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
• Pour les éléments en dessous de la diagonale, c’est-à-dire pour i > j dans [1, n], on pose xi,j = 0 de sorte
que X soit triangulaire supérieure .
• Pour les éléments de la diagonale, on choisit xi,i tel que Re(xi,i) > 0 et x2i,i = ti,i, il y a un seul choix
possible en fonction de ti,i d’après la première question de cette partie.
• Pour les éléments au dessus de la diagonale, on remarque d’abord que ∀i, j ∈ [[1, n]], xi,i + xj,j 6= 0, car
Re(xi,i > 0) pour tout i ∈ [[1, n]]. On va construire les xi,j pour 1 ≤ i < j ≤ n par un procédé de récurrence
sur k = j − i ∈ [1, n− 1] pour 1 ≤ i < j ≤ n. On a :

xi,j =
1

xi,i + xj,j

(
ti,j −

j−1∑
k=i+1

xi,kxk,j

)
.

� Pour k = 1, on pose pour i ∈ [1, n− 1] :

xi,i+1 =
1

xi,i + xi+1,i+1

(
ti,i+1 −

i+1−1∑
k=i+1

xi,kxk,j

)
=

ti,i+1

xi,i + xi+1,i+1
.

� Soit k ∈ [1, n− 2] tel que tous les coefficients xi,j , ont été définis pour tout i, j ∈ [1, n] tels que j − i ≤ k.
Soit i, j ∈ [1, n] tels que j − i = k + 1.
On remarque que j − 1 = k + 1 ≥ 2 et ainsi [i+ 1, j − 1] 6= ∅.

On pose xi,j =
1

xi,i + xj,j

(
ti,j −

j−1∑
k=i+1

xi,kuk,j

)
, ce qui est possible car xi,i, xj,j , xi,k et xk,j pour k ∈

[i+ 1, j − 1] sont déjà définis, en effet 1 ≤ k − i ≤ j − i− 1 ≤ k et 1 ≤ j − k ≤ j − i− 1 ≤ k.
La matrice T ainsi construite est telle que xi,i + xj,j 6= 0 pour tous i, j ∈ {1, 2, . . . , n} et X2 = T

3. A est trigonalisable car son polynôme caractéristique χA(X) est scindé dans C[X], donc il existe P ∈Mn(C)
inversible et T ∈Mn(C) triangulaire supérieure telle que A = PTP−1.
Comme A est inversible ( 0 ne figure pas parmi les valeurs propres ) alors T l’est également, donc on peut
appliquer la question précédente : il existe X ∈ Mn(C) telle que X2 = T , et ainsi A =

(
PTP−1

)2 donc A
admet PTP−1 comme racine carrée.
Les valeurs propres de la racine carrée de A sont celles de T car elles sont semblables. Par hypothèse, la
matrice triangulaire T a coefficients diagonaux dans C \ R−. Alors la question précédente, en reprenant la
construction, les coefficients diagonaux de X sont des complexes de parties réelles strictement positives.
Donc A admet une racine carrée dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement positive.

• • • • • • • • • •
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