CONCOURS NATIONAL COMMUN-FILIERE MP

Epreuve de Mathématiques 1T
Correction

N’hésitez pas de me signaler les erreurs rencontrées.

Exercice

1. (a) Soitay,az, as desréels tels que oy e +aseh+ases = 0, donc (g +as)er+ (a1 +az)es+ (a1 +az—as)es =
0 et comme (eq, e2, e3) est une base de E, alors :

ar+az3 = 0
ar+a = 0
al+ag—ag3 = 0

On vérifie facilement que oy = as = a3 = 0, donc la famille (€], €5, €4) est libre et comme dim E = 3,
alors la famille est une base de E.

(b) fa(€}) estla somme des trois colonnes, donc f,(€}) = e; + ez + e3 = €}, de méme f,(e5) = a(ea +e3) =
acy et fu(eh) = (a —1)(e; — e3) = (a — 1)es. Donc les trois vecteurs €}, €}, €5 sont des vecteurs propres
de f,, avec des valeurs propres associées respectivement 1,a et a — 1.

(c) Les colonnes de la matrice de passage de Z a %’ sont données par les coordonnées de €, ¢, ¢; dans
la base (e, e3,¢€3) :

1 0 1
P=111 0
1 1 -1

(d) L'espace E admet une base de vecteurs propres de I'endomorphisme f,, donc f, est diagonalisable.
(e) Lamatrice D, est la matrice diagonale formée par les valeurs propres de f,, c’est la matrice qui repré-
sente f, dans la base de vecteurs propres :

10 0
D,=10 a 0
0 0 a—1
o' ()1 x(t)
2. (a) Le systeme (S) est équivalenta | v/(t) | = My, | y(t) | avec ap = 3.
2(t) z(t)
(b) Ona (S) & X'(t) = M3X(t) & X'(t) = PDsP~'X(t) & P7'X'(t) = DsP~' X (t) et comme P est une

matrice constante ne dépend pas de ¢, alors P~ X'(t) = (P_IX(t))/, d’ott:

(S) & Y'(t) = DsY (t)

) = yt) nt) = ceé
(c) On obtient les trois équations différentielles : yh(t) = ay(t) ,donc{ w(t) = o ot
v3(t) = (a—1)ys(t) ys(t) = cgela Dt

ol ¢1, ¢o, c3 sont des constantes.
(d) La solution générale du systeme (S) est donnée par X (¢) = PY(t), on trouve :

1 0 1
Xt)=cret | 1 | 4ee®| 1 | +ezel@VE[ 0
1 1 -1

otll ¢1, ¢2, c3 sont des constantes arbitraires.
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0
(e) La solution du systeme vérifiant la condition X (0) 1] est
2
1 1
Xt)y=e [ 1 |-e*[ 0
1 -1
Cl = —C3 = 1et02 = 0.
Probleme

Partie 1
Cas ou A est une matrice possédant n valeurs propres distinctes

1. (a) Puisque A admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable ( théoreme de cours ), donc il
existe une matrice P inversible telle que P~' AP = D soit diagonale.
(b) R est une racine carrée de A est équivalent a R? = A ou encore P"'R?P = D et comme P~'R?P
(P_lRP) 2, alors R est une racine carrée de A si, et seulement si, P~ RP est une racine carrée de D.
2. (a) Dans ce cas D est un polynome en A, donc D et A commutent : DA = AD.
(b) A= (dz‘j)lgi,jgn etonaD = (5ijaij)1§iyj§n avecC o;; = )\z' pour tout: € [[1, n]] Donc l’égalité DA = AD
s’écrit a I’aide des coefficients des deux matrices :

Vi, j € [1,n], Zdikékjakj = Zéikaikdkj
=1

Apres simplification on obtient :
dij)\j = )\idij
ou encore
dij(Ai — Aj) =0

et comme les \; sont distinctes, alors d;; = 0 pour tout couple (i, j) tel que ¢ # j, autrement dit A est
une matrice diagonale.
(c) L'égalité entre matrices A? = D entraine nécessairement §7 = ); et ceci pour tout i € [1,7].
3. D’aprés I’étude précédente si A admet une racine carrée, alors les valeurs propres sont positives. Ainsi, si
A admet au moins une valeur propre négative, alors il n'y aura pas de racines carrées, donc %, (A4) = @.
4. (a) Sitoutes les valeurs propres \; sont positives, alors

Pn(D) C {dl&g(&lf.. 5n\ﬁ)|w 5l—i1}

Inversement, toute matrice de type B = diag (51 VAL, En n) ol g; = *£1) vérifie B? = D.D’ou
légalité :
Zn(D) = {diag(e; cosenV )/ Vi, g = 1}

(b) Si toutes les valeurs propres de A sont positives alors chaque racine carrée de D donne une racine
carrée de A et par conséquent :

Hn(A) = {Pdlag (61\/7 . Enﬁ) N i, g = il} .
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(c) Deux cas sont possibles :
e Si \; # 0, alors chaque valeur propre \; possede de racines carrées distinctes y/\; et —/\;. Ainsi
R € #,(A) si, et seulement il existe (e1,¢1,...,e,) € {—1,+1}" tel que

R = Pdiag(e1 A1, ..., en\y) P71
Donc il y a autant d’éléments dans %, (A) que d’éléments dans {—1, +1}". Donc
card Z,(A) = 2".

¢ 5i \; = 0, alors les autres valeurs propres sont strictement positives, et dans ce cas il y a une bijection
entre %, (A) et 'ensemble des applications {2, A3, ..., A, } dans {—1,+1}. Donc :

card Z,(A) = 2" 1,

5. Les valeurs propres se trouvent sur la diagonale car A est triangulaire, donc Sp(A) = {1, 2, 3}, on remarque
ausi que Ae; = ey, Aeg = 2ey et A(ez + e3) = 3(ez + e3), donc (e, ez, e2 + e3) est une base de vecteurs
1 00
propres de A, soit P = | 0 2 0 | la matrice de passage de la base initiale a la base de vecteurs propres,
011
donc, d’apres 1'étude précédente :

Z3(A) = {Pdiag <€1,€2\/§7 63\/§> Plei e {~1,+1}}
Partie 2
Cas ou A = diag(A11,,, ..., A\rln,)

1. (a) On a, dans ce cas, R? = I, donc R est une racine d’un polynome scindé dans R a racines simples,
donc la matrice R est diagonalisable.
(b) 11 est clair que {P diag(ey, ..., £,)P7YP € GL,(R) et € = +} C %n(I,). Réciproquement, soit R une
racine carrée de I,,, donc les valeurs propres possibles de R sont 1 et —1, donc R est semblable & une
matrice de type diag(eq, ..., £,), ce qui montre 'autre inclusion.

R R
(c) Ona R?2 =)\, & () = I,,, donc R est une racine carrée de \I,, si, et seulement si, — est une
VA VA
racine carrée de I,,, donc :
1
R M) = {ﬁpdiag(sl, wy&n)P7P € GL,(R) et € = il} :

2. (a) Onnote Jy, Jo, ..., J, les sous-ensembles de [1,n] correspondant respectivement aux valeurs propres
A1, A2, oy Ap. Soit B = (b;, j)lgi’ j<n une matrice qui commute avec A. Les calculs montrent que

AB =BA <& Vi, j € [[1,77,]], (/\Z — /\j)bij = 0.

Sii et j appartiennent a un méme sous-ensemble Jj, alors \; = A; et dans ce cas on peut rien dire sur
le coefficient b;;.
Sii et j appartiennent a deux sous-ensembles J;, distincts, alors dans ce cas b;; = 0.
Ainsi AB = BA si, et seulement si, tous les coefficients de B sont nuls, sauf les a;; tels que ¢, j appar-
tiennent simultanément a I'un des sous-ensembles .J;,.. Donc B est de la forme demandée en question.
(b) Soit R une racine carrée de A, donc R* = A et par conséquent AR = RA et par conséquent R est
A (0)
diagonale par blocs, de la forme . D’apres les regles de calcul sur les matrices par
(0) Ay
blocs, on déduit :
Vi=1,2,...r, A2 =X\]I,,.

D’apres la premiere question de cette partie, A; € %y, (Aily,). Ainsi,

r%n(A) = {diag(AlaA2a aAr)‘Az € %m()‘zlm)’ Vi e ﬂl,Tﬂ}
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3. (@ Ona Sg = I, donc S; € #»(12) et N(S;) = max(1,q) qui tend vers +o0, donc Z>(I2) est une partie
non bornée de .Z>(R).

Sq (0)

(O) I

tend vers +o0o quand ¢ tend vers +oo, donc #%,,(I,,) est une partie non bornée de .7, (R).

(b) Considérons la matrice diagonale par bloc Y, = < ) Ona Yq2 = I, et N(Y,) = max(1,q) qui

Partie 3
Cas ou A est une matrice nilpotente

1. (a) Puisque B®> = A. Donc B? = AP = (et B?¥ 2 = AP™1 #£ 0.
(b) D’apreés la question précédente le polyndme minimal de B soit X?” ou X/,
(c) oSi B?P~! = 0, comme B? =0, il vient 2p < n.

¢ Si B?’~! = 0 comme B?’72 £ 0, il vient 2p — 1 < n.
1
Donc dans tous les cas p < %

2. (a) Si P> — A — 1 est un polyndme annulateur de A4, alors X” divise P? — X — 1 ( d’aprés la définition du
polyndme minimal ). Inversement, supposons qu’il existe un polynéme @ tel que P* — X — 1 = X?(Q,
alors comme AP = 0, alors P*(A) — A — I,=0. D’otx I'équivalence.

(b) Ona v1+z = Qp(z) + apa? + o(a?) = Qp(x) + apa®? + 2Pe(x) avec ili}% e(x) = 0 (le coefficient a,, est

donnée par le développement limité de v/1 + z ). Elevons au carré :
1+2=Qp(x)*+ aix% + 2% (e(2))? + 2a,2PQp () + 22Pe(2)Q,(2) + 2apaPe(x)

1+ — Qp(x)?
xP

1+z—Qp(z)?
xP

= a%mp + 2P (e(x))? + 2a,Qp(7) + 2¢(2)Qp(x) + 2ape(x)

Qp(z)?>—1-x

xP

D’ou lim admet une limite finie en

z—0
0.
D’autre part, par division euclidienne, il existe des polynémes () et R tels que Qf) - X-1=X’Q+R
Qp(z)? —x—1 B R(x) R(x)

P Q(CU) = 7, donc z — o

= 2a,Q,(0), par conséquent = —

avec R = 0 eu deg(R) < p — 1. Ainsi, Vz € R,
p—1
admet une limite finie en 0. Supposons R = Z B X" # 0. Soit i = min{k € [1,p — 1]|8x # 0}, alors
k=0
R(z)

xP

R(x)

P

1 . : .
¥ Bi——, ce qui donne lim = +o00. Donc nécessairement 2 = 0.

=i’ z—0

p—1
R(z) =Y pra® ~ Bixt,
k=1

Finalement X? divise QZ — X — 1 etdonc Q,(A) est une racine carrée de I,, + A.
3. (a) Il suffit de remarquer que si A est nilpotente, alors il est de méme de la matrice a4, pour tout o € R.

1
(b) Soit R une racine carrée de —A + I,, (il existe d’apres la question précédente ), donc RP=_A+1,et

B B
2
(ﬂR) = A + I, et par conséquent %, (A + I,,) est non vide.
0 -1 0
4. Remarquons que H = A+ Izavec A= [0 0 —1|. A estnilpotente d’indice 3 ( A% # O et A> = 0).
0 0 O
Donc une solution de I’équation X? = H est donnée par Q3(A).
I
xr  x? 9 1 1, 2 8
Ona\/1+a::1+§—§+o(x ). Donc Q3(A) :I3+§A—§A =10 1 -1
2
0 0 0

Partie 4
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2.

3.

Cas ou A est une matrice symétrique réelle positive

Supposons X € #,,1(R), ’XAX > 0. Pour X vecteur propre associé a la valeur propre A, on obtient
’XAX = AX'X avec X'X > 0 et donc A > 0.

Réciproquement, supposons les )\; sont tous positifs. Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PD'P
avec P orthogonale et D diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
A, ..., A\p € RT de A. Pour toute colonne X, on a alors

IXAX = tYDY avec Y = 'PX puis

XAX = Z A\iy? > 0. Donc A est positive.

=1
(a) Appl1cat1on directe du théoreme spectral.

(b) D’apres la premiere question de cette partie, les valeurs propres de A sont positives, donc on peut
écrire :

A = Pdiag(\, A, ..., \y) P71

= Pdiag(&,\/)\:,.. \F) 1Pd1ag<\ﬁl,\/72,..., )\Q)P_l
_ (Pdiag (ﬁ \K\/YQ) P*l)

Donc la matrice S = P diag <\/>\71 , \//\72, ces \//\72) P! répond bien a la question.

(@) Ona

PD} = Py'P\D? = Py'S1P\Dy = Py ' S?Py = Py 'S3P = DoPy 'Sy P = D3P

(b) Posons D; = diag(ai, as, ...,an), D1 = diag(B1, B2, ..., On) et P = (pi;)i<i j<n. Alors 1'égalité PD? =
D5 P est équivalente a Vi, j € [1,n]?, p; j(a? — 7). Doncsip; j = 0,alors a;p; j = Bipi; = Oetsip;j # 0,
alors oz? = 6]2 et comme «; et 3; sont positives a; = [3; et par suite p; ;3; = p; jo;.
Dans tous les cas p; jo; = p; ;3;, donc en reprenant le calcul précédent en remplacant a7 par «; et
,BJQ- par 3;, on obtient Vi, j € [1,n], (PD);; = (D2P); j, c'est-a-dire PD; = Dy P. En remplagant P par
son expression, on obtient P; Dy Pl = PngP{Q, c’est-a-dire S; = Ss.

Partie 5

Etude d'un cas ou A est une matrice complexe

; _ i0 i0 . .
Posons z = re'? € C\ R~ avec § €] — m, 7|, alors v/re= et —/re sont les deux racines carrées de z, elles

sont opposées, on choisit donc y = ﬁe% comme l'unique complexe de partie réelle strictement positive
vérifiant 4% = 2.

On sait que le produit X? est triangulaire supérieure. On pose X? = (z;;)1<; j<n, alors pour 1 < j < i < n,
onazj=t;j=0etVie[l,n],z,;= 51312,@
vii=tii (1<i<n)
Zz‘,j:ti,j <1§Z<j§n)
Mais pour tout couple (i, j) telsque 1 < i < j <mn,ona:

Siona X2 = T alors nécessairement {

i—1
N Z:Ez ETk, j + x; A%ig + Z Ti kTk,j + T %45+ Z i kTh,j
k=1 k=i+1 k=j+1
7—1
= (xi,i +xj,j)xi,j + Z Ti kTl j-
k=i+1

Donc

zij = tij = (Tig + @))% = tij — E : LikTk,j-
k=i+1
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L’équation X? = T est donc équivalente au systéme :

%21 =1i; (1<i<n)
7j—1

(@i +wj)Tig = tij— > migzry; (1<i<j<n)
k=i+1

Donc il faut montrer que le systeme admet des solutions. On cherche a construire une solution X telle que
xi; +xj; # 0pourtousi,j € {1,2,...,n}.

e Pour les éléments en dessous de la diagonale, c’est-a-dire pour i > j dans [1, n], on pose z; ; = 0 de sorte
que X soit triangulaire supérieure .

e Pour les éléments de la diagonale, on choisit z;; tel que Re(z;;) > 0 et xfl = t;4, il y a un seul choix
possible en fonction de t; ; d’apres la premiere question de cette partie.

e Pour les éléments au dessus de la diagonale, on remarque d’abord que Vi, j € [1,n], z;; + x;; # 0, car
Re(z;; > 0) pour tout i € [1,n]. On va construire les z; j pour 1 <i < j < n par un procédé de récurrence
surk=j—ic[l,n—1]pourl <i<j<n.Ona:

1 iy
Tij=——F—— | tij — E  TikTrg | -
Tig + T

k=i+1

oPour k=1, onposepouri € [1,n—1]:

i1—1
_ 1 ' o tii+1
Tijp1 = ———— | Liit1 — E TikTky | =

Tig + Tig1 41 it Tig + Tit1i4+1

o Soit k € [1,n — 2] tel que tous les coefficients z; ;, ont été définis pour tout 4, j € [1,n] tels que j — i < k.
Soiti,j € [1,n] telsque j —i =k + 1.
Onremarqueque j —1=k+1>2etainsi [i + 1,5 — 1] # 0.

-1
1 8 . :
On pose z;; = PRI (ti,j — Z T ruk,j |, ce qui est possible car x;;, xj;, x;) et xp; pour k €
Tii T L k=i+1
[i4+ 1,7 — 1] sont déja définis, eneffet 1 <k —i<j—i—1<ketl<j—k<j—i—1<k.
La matrice T ainsi construite est telle que z;; + x; ; # 0 pour tous 4,5 € {1,2,...,n} et X* =T

3. Aesttrigonalisable car son polyndme caractéristique y 4(X) est scindé dans C[X], donc il existe P € .#,,(C)
inversible et T’ € .#,,(C) triangulaire supérieure telle que A = PTP .
Comme A est inversible ( 0 ne figure pas parmi les valeurs propres ) alors 7' 1’est également, donc on peut
appliquer la question précédente : il existe X € .#,(C) telle que X* = T, et ainsi A = (PTP’l)2 donc A
admet PT P! comme racine carrée.
Les valeurs propres de la racine carrée de A sont celles de 7" car elles sont semblables. Par hypothese, la
matrice triangulaire 7" a coefficients diagonaux dans C \ R™. Alors la question précédente, en reprenant la
construction, les coefficients diagonaux de X sont des complexes de parties réelles strictement positives.
Donc A admet une racine carrée dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement positive.
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