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COMPOSITION DE MATH CM AT1 QU ES 

Durée : 4 heures 

NOTA - Soit E un espace vectoriel réel normé, on dira que E est complet s i  toute suite de 
Cauchy de E est convergente dans E. Si x est un élément de E la norme de x est noté 
II x I I .  Soit A une partie de E et f une application de A dans elle-même f sera dite con- 
tractante, s'il existe un  nombre réel O < k < 1 tel que pour tout couple (x. y )  de points 
de A on ait I I  f (x)  - f (y) II < k I I  x - y 11. On dira qu'une partie A de E est fermC s i  
pour toute suite (x, x, est encore dans A. On 
dira que x est un point fixe de f s i  f (x)  = x. 

de A convergente dans E. lim 
n++m 

Il 
1' Soit E un espace vectoriel réel normé, A une partie de E e t  f une application de A dans elle-mëme contrac; 

la  suite definie parx, = f (x,-~) tln > 1 . Montrer que II x,+1 - .Y,, Il 6 A tante. Soit S ~ E A  e t  (x,) 

k" I l x i  - X O  II 
nEN 

2' Montrer que si  ( r ,  s) est un couple d'entiers positifs tels que r < s alors II Xs - X, I I  < rk kr  ( %,-Yo) 

3' Montrer que si  E est complet e t  si A est fermé la suite x, est convergente dans A. 

4' En déduire que s i  E est complet e t  A fermé l'application f de A dans elle mëme admet un point f ixe e t  un 
seul. 

5" Si E est complet e t  A fermé l'unique point fixe de f est appelé V 7 Montrer que si  t'on remplace par .yr 

on peut évaluer un majorant de l'erreur commise en fonction de k, X I  et  XO. 

- 
6" En utilisant ce qui a été fait préckdemment, montrer que la suite Uo = 1 Un = 1 + 4Un.l n 2 1 est 

convergente. Calculer sa limite. 

7' Soit une fonction continue de [ O 11 dans [ O 1 ] , f dérivable sur ] O 1 [ e t  telle que pour tout x de ] O 1 [ 
V(X) 1 < k avec O < k < 1 . Montrer en utilisant ce qui a été fait  précédemment qu'il existe un unique 
II E [ O 1 ] tel que f (Ç) = Q . 

8" Interpréter géométriquement le résultat 

9' Retrouver le résultat du 7' en appliquant le  théorème des valeurs intermédiaires A une fonction convenable. 

II 1 
Ea désigne l'espace vectoriel des fonctions continues A valeurs rkelles sur l'intervalle [O a]. 
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, ,!; %? l! !!z %el!! +5 !:L?IE?Ps I L ! :  c - a  l 0  Vdftttof que I l  Il@, \ '  ' 

Z' Montrer qu'il existe deux ~00stdi1te5 M et M' telles qup II / 11, < M II / I l t  < M' I I  f II, pouf tout! dt- E,, 

3" On LonsidPir T C O I T I I ~ C  i ~pp l i ca t i on  dc Ea ddns ET,  e \ t  elle continue 

4' On considere 1 conirnc opplication de  E: dans EF, est elle continue ? 

5" On corwddre T comme application de EL dons Er, est elle cont inue 

6" Orr drsigrir par E,,,, l'ensemble d w f d e  Ea telles que llfllw<rn 06 m c R 

00 

. On admettra que c,m est 
complet. 

Calculer en fonct ion de m ta bwne supBrtBure a,,, der a tels que 1 applique Ea,rn dans lui-méme et  tels que T 
soit contractante, 

7 O  Comment faut- i l  choisir m p6ur que am soit le plus grand possible. 

8" Ddduirs ctua (6") e t  (7") que I'Cquariun ditterentielle)"=x y' 4 1 edmct une solution u n i q u e y o  sur 

[O 2-"a J telle que y .  (0) 50 et II y n  II 6.2 ' 4  

Q0Soit y ,  une rokitiorr de I'riqurtim dtftbrentielle prbcédentc s u r  (O + -[ t e l l t y ,  (0 )  = 0 . 
Montrer  que pour  tout a et b tels que b > a > O 

On a 

10" En &duire q u e y l  n 'ex i r t r  pas. 

Ill/ 
On considdre Rn et I'applbtionfh Rn dam Rn definte de la manihre suivants 

n 

ri x =(xi  x 2  ... xn) 41 si /(x)=(X, .. Xn) a1j x j  l G i Q n  

J=t 
1 ai/ 1 < 1 pour tout 1 6 i G n I 'appl icot ionfadmet un point f ixe et un seul. On pourra 

1 Q G  
%p 

1' Montrer  que si 

considerer Rn muni de Ir m r n e  indice infini c'est-hdire II  .K II 1 xi 1 et utiliser 1. 
n 

2" Montrer que si 1 ai, 1 < 1 pour  tout 1 < j 4 n t'appl icot ionfadmet un point f ixe et  un seul. On pourra 

2 i x  1 

c o n s i d k t r  Rn muni de Ir m e  indice un c'est-&dire 11 x 111 ;= 1 x i  1 et utiliser 1. 
i = l  

3' Soit A Io tnatrtce (aii) 12;~: et 'A la matrice t r a n w 3 e  de A. Montrer que 'A.A est diagonalisable et 
j i  

que ses valeurs propres sont positives ou nulies. 

4' Montrer que si toutes les valeurs propres de h . A  sont strictement inferieures B 1 alors fadmet  un point f ixe 

Fitv et un seul. 


