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NOTA — Soit E un espace vectoriel réel normé, on dira que E est complet si toute suite de
cauchy de E est convergente dans E. Si x est un élément de E la norme de x est noté
Il x Il.Soit A une partie de E et f une application de A dans elle-méme f sera dite con-
tractante, s’il existe un nombre réel 0 < k < 1 tel que pour tout couple (x. y) de points
deAonait lif(x)—f)I<klx—yll.Ondira quune partie A de E est ferméz si
pour toute suite (x, )nen de A convergente dans E. _/fTuo x, est encore dans A. On

dira que x est un point fixe de f si f (x) = x.

n

1/
1° Soit E un espace vectoriel réel normé, A une partie de E et f une application de A dans elle-méme contrac-
tante. Soit xg€A et (x")neN la suite définie par x,, =f (Xn.1) Vn > 1. Montrer que | X, 44 — X, Il § &

n
k™ llxy —xoll

. . L k" C,=-"0%
2° Montrer que si (r, s) est un couple d’entiers positifs tels que r <s alors || xg-x I < Tk ( 9"! 7“0)

3° Montrer que si E est complet et si A est fermé la suite x,, est convergente dans A..

4° En déduire que si E est complet et A fermé I'application f de A dans elle méme admet un point fixe etun
seul. :

5° Si E est complet et A fermé F'unique point fixe de f est appelé £ ; Montrer que si 'on remplace £ par x -
on peut évaluer un majorant de I'erreur commise en fonction de I€, Xxet Xo.

6° En utilisant ce qui a été fait précédemment, montrer que lasuite Up =1 U,=1+ \/Un_1 n=1est
convergente. Calculer sa limite. '

7° Soit une fonction continue de [ 0 1] dans [ 0 1], f dérivable sur ] 0 1 [ et telle que pour tout x de J 0 1 |
V' (x) | < k avec 0 <k < 1.Montrer en utilisant ce qui a été fait précédemment qu’il existe un unique
Le{01]telquef()=2.

8° Interpréter géométriquement le résultat

o . . . 2 . .« . .
9° Retrouver le résultat du 7° en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires & une fonction convenable.

"/

E, désigne I'espace vectoriel des fonctions continues a valeurs réelles sur I'intervalie [0 a].

"'J/r":
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( _sup If (x)]
Pout tout FEE, 0n pose ff llao = xefoa)
WA= 50 i ia e if = (0 10017 a0 Ondesgne pa B k) E2 les espaces normes

ahtenus en munissant £, des noimes precédentes Pour tout fde B, onpose T (£} (x) :j: P ()dt+x

pourxefoal
1° Véritier que || llw, Bl et e sont des normes e &
Z° Montrer qu'il existe deux constantes M et M’ tettes que Jl f I, SM | [ il <M |l fllo, pourtoutfdeE,.
[<] N . - oo o .
3" On considére T comme spplication de £, dans B, est-elle continue ?
4° On considére T comme spplication de E’. dans E:", est-elle continue ?
5° On considére T comme application de E} dans £, est-elle continue ?

6° On designe par €, o, "ensemble das f de E, telles que | /I, €m o0 me R} .On admettra que E‘;m est
complet.
Calcuter en fonction de m ta borne supérieure ay, des a tels que T applique &, o, dans lui-méme et tels que T
soit contractante,

7° Comment faut-if choisir m pour que &y, soit le plus grand possible.

8° Déduire du Il (6°) et (7°) que I'équation dittérentieile y* =x y* 4 1 admet une solution unique y, sur
[027'3] telle quey, (0)=0 et llyo Il , €2% .

9° Soit y, une sokution de I'équation diftérentieile précéadente sut [0+ o[ telley, (0)=0.

Monteer que pour tout aet b telsque b > a > 0
1 x? : L dx
one {m ! SJ - f )
b s !

10° En déduire que y; n'existe pas.

I/
On considére R™ et I'application f de R dans RM détinie de la manidre suivante :
n
S x={agxg Lx,) et si f()=(X, ..X,) X; =‘-Z 0 X; 1<i<n
n J=1

1° Montrer que si Z | ay { <1 pour tout 1 €% n I'application [ admet un point fixe et un seul. On pourra
=1

considérer R™ muni de la norme indice infini c’est-3-dire (| x |} mzléqg I x; | et utiliser 1.
n
n

2° Montrer que si E fa; 1< 1 pour tout ! </ < n l'application f admet un point fixe et un seul. On pourra
i=1 n
considérer RP muni de 1a norme indice un c’est-a-dire fl x ||, = z {x;}etutitiserI.
=1

3° Soit A ta matrice (ag) 12,'2,., et A la matrice transposée de A. Montrer que 'A.A est diagonalisable et
T&j&n
que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

4" Montrer que si toutes les valeurs propres de YA A sont strictement inférieures & 1 alors £ admet un point fixe

et un seul. F/N



