
II  Soit k un entier pair sup6rieur ou bgal deux. On note E, le C-espace vectorief 
d a  polyn6ma homoghnes à deux variables et de degr4 k à coefficients complexes, 
considCrés comme applications de C* dans C. On note J$ le sous-espace vectoriel 
de E, formb des polynhes  P de E, vérifiant P ( x  , O) = o. 

2) à coefficients complexes. Soit A 
un ClCrnent de M,(C) et fA l'endomorphisme de C' dont la matrice sur la base 
canonique est A. Four P dans Ek on pose : 

1' Expliciter une base de 

20 a. Diagonaliser la matrice ST ; 

et calculer la dimension de k k  . 

Soit M,(C) l'ensemble des matrices (2 b. En déduire la diagonalisation de l'endomorphisme P I [P [ST] de Ek . 
3' Expliciter une base de 63k et d c u l e r  18 dimension de @k . 
4' En dCduire la dimension de k k  n @k selon les vdeurs de k modulo 12. 

a b  [PIAI = p O f. si A =(, d )  on aura donc : 
,- -. 

[P \A] (X , Y) = P(aX + bY , CX + dY) 
On note Po le polyndme de Ek dbfini par : 

P0(X, Y) = Xk - Yk 
Les lettres R, S et T dtsigneront les matrices suivantes : 

s 

Enfin on pose : 
S = (  - 1  O ') T = ( 1  O 1 '  ') 

On calculera en particulier cette dimension pour k = 2 ,  4 ,  6 ,  8 ,  10 et 12 - 
III 

On dira qu'un polynôme P de E, est pair si P( - X, Y) = Po(, Y), et impair 
si P( - X ,  Y) = - P(X , Y). D'autre part, on notera p l'endomorphisme 
P-(PIR] de Er. 
Io Montrer que : 

p(&) "A& ; ?(a,) =@k ; p(&k  na,) = & k  n ( i 3 k .  

63, = { P E Ek tels que (P 1 STST] + [P 1 ST) + P = 0 } , 
(on pourra exprimer ia matrice (- :) en fonction de R et S) . 

2 
On rappelle que dans tout le problème l'entier k est supposé pair. 
1" Soient A et B deux Cléments de Mz(C). 
Montrer que l'application P - [P 1 A] est un endomorphisme de E, et que : 

3" Notons U: le sous-espace vectoriel de Ek engendré par P, . 
Notons U: (respectivement U;) l'ensemble des polyn6mes pairs (respectivement 

impairs) appartenant à j t k  n n E:. [P IABI = [[P 1 Al J BI 

2O a. Calculer S' , ST, (ST)*, (ST), . 
b. Vérifier que Po €Ak n a,. 40 On note px ,  (p,, cp, ies restrictitns de 'p ii j t k r  li3k et *tk n 

respectivement. 
3 O  Montrer que l'application P - [P IT] - P est une application linéaire sur- o. Caiculer les traces de 'p, 'p, et 'pz. 

b. En dCduire la trace de cp,. 
jective de E, sur E:. 

4 O  Soit P un Clément de Ek. Montrer qu'il existe un Clément Q de E, et un 
5 O  Montrer que dim U: = dim U< . nombre complexe a tels que : 

6 O  Expliciter une base de Jtk A 03, pour k = 2 ,  4 ,  6 ,  8 ,  10 et 12. 
FIN 
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