Soit k un entier pair supéneur ou égal a deux. On note E,‘ le C-espace vectoriel
des polyndmes homogenes & deux variables et de degré k i coefficients complexes,

considérés comme applications de C? dans C. On note E} le sous-espace vectoriel
de E, formé des polyndmes P de E, vérifiant P(X, 0) = 0.

Soit M,(C) I’ensemble des matrices (2, 2) & coefficients complexes. Soit A
un élément de M,(C) et f, lendomorphxsme de C? dont la matrice sur la base
canonique est A. Pour P dans E, on pose :

s a-(; 2) a7

on aura donc :
On note P, le polyndme de E, défini par :
PX,Y) =X - Y*

Les lettres R, S et T désigneront les matrices suivantes :
: 3
(0 1) S 0 1 1 1)
“\1 0 ‘(-1 o) =(Q1'

Enfin on pose :
fop = {PeE, tels que [P|S]+ P =0}
By = {PeE, tels que [P|STST} + [P|ST}+P =0},
. 1
On rappelle que dans tout le probléme I'entier k est supposé pair.
1° Soient A et B deux éléments de M,(C).
Montrer que I'application P — [P |A] est un endomorphisme de E, et que :
{P|AB] = [[P|A]|B]

2° g. Calculer S?, ST, (ST)?, (ST)°.
b. Vérifier que P, e, NG, .

[P|AJ(X, Y) = P(@X + bY, X + dY)

3° Montrer que l'applxcauon P— [P |T] -
jective de E, sur Ej.

P est une application linéaire sur-

4° Soit P un élément de E, . Montrer qu'il existe un élément Q de E, et un
nombre complexe a tels que :

P =aP, +(Q - [Q[S) + (IQ|ST] - Q).

5° En déduire que E, = /by + B, .

1L 4
1° Expliciter une base de b, et calculer la dimension de &, .

2° a. Diagonaliser la matrice ST ;
b. En déduire la diagonalisation dé1'endomorphisme P — [P [ST] de E,.

3° -Expliciter unebbase de B, et calculer la dimension de B3, .

4° En déduire la dimension de &, N @B, selon les valeurs de & modulo 12.

On calculera en particulier cette dimension pour k = 2, 4, 6, 8, 10 et 12.

I1I
On dira qu’un polyndme P de E, est pair si P(~ X, Y) = P(X, Y), et impair
si P(~- X, Y) = ~P(X, Y). Dautre part, on notera' ¢ 'endomorphisme
P [P|R] de E,.
1° Montrer que :
@ () = Sy 5 o OBy .

e(By) =B 5 @ (fop NGBy =

2° Montrer que si P(X, Y) ek, N @, alors :
' P(-X, VNet, n®B,

-1 0

0 1) en fonction de R et §) .

(on pourra exprimer la matrice (
3° Notons U} le sous-espace vectoriel de E, engendré par P, .
Notons Uy (re;pectivement Uy ) ensemble des polyndmes pairs {respectivement

impairs) appartenant 4 Jb, N B, N Er.
Fo N By = A UY @ Uy

Démontrer que :

4° Onnote o@,, @,, ¢, lesrestrictitnsde ¢ i Hy, By et b, NGy
respectivement.

a. Calculer les traces de ¢, ¢, et o,.
b. En déduire la trace de o,.
5° Montrer que dim Uy = dim Uy .

6° Expliciter une base de f, N @3, k=2,4,6,8,10 et 12.

FIN
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