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Un corrigé

Partie I On rappelle que Ej, est le C-espace vectoriel engendré par les polyndmes (X"Y*™")cro.n1;
c’est un C-espace vectoriel de dimension % + 1.
1. Soit P,QQ € E et A€ C.Ona

[P+AQIA] = (P+AQ)(aX +bY,cX +dY)
— P(aX +bY,cX +dY) + AQ(aX +bY, cX +dY)
= [PlA]+AQIA]

Donc I'application est bien linéaire.
k

SiP= Z a, X"Y* " est un polyndme homogene de degré k, alors pour tout t € C :
n=0

[PIA](AX, AY) = P(f4(AX,\Y)) = P\ fa(X,Y)) = A*P(fa(X,Y)) = MN[P|A](X,Y)

Ainsi, [P|A] est bien un élément de Ej.
k

D’autre part, VP € Ey, [P|A] € Ey. En effet, soit P(X,Y) = Z a, X"V " e E,,ona:

n=0

k
[PIAJ(tX,tY) = > an(atX +btY)"(ctX + dtY)

n=0

k
= " a,(aX +bY)"(cX +dY)F "
n=0

= t"[PIA|(X,Y)

Ainsi, [P|A] est un polyndme homogene de degré k, ce qui prouve que [P|A] € Ej. L'application est

donc bien un endomorphisme de E,.

Soient A et B deux matrices de M(C). On note fa et fp les endomorphismes de C* associés. Par

définition, [P|A] = P o fa.

Enfin, la matrice du produit AB correspond a la composée des applications linéaires f4 o f5. Donc:
[P|AB] = Po fap="Po(fao [5)

Posons ) = [P|A] = P o fa. Alors :
[[PIA]|B] = [Q|B] = Qo fp = (Po fa)o [s

Par associativité de la composition de fonctions :

Po(faofp)=(Pofa)ofn

D’ot la relation demandée :
[P|AB] = [[P|A]|B].
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(b) Vérificationde P, € o, N %) : On a

([Po]S] + Po)(X,Y) = Po(Y, =X) + By(X,Y) = Y* — (=X)* + X* —Y* =0,

2. (a) Ontrouve S* = —1, ST = ( 0 11 >, (ST)? = ( _11 _01 ), (ST)® = 1.

car k est pair et
([Po|(ST)’] + [Ro] ST] + Po)(X,Y) = Ry(=X =Y, X) + PR(Y, =X = Y) + R(X,Y)
= (X -V -Xr4vF (X -V XF-Y*
=0
Donc P, € A, N B..
3. 1l est clair que I'application ® : P — [P|T] — P est linéaire. Elle est a valeur dans E}, puisque, si

PeFE,
([PIT] - P)(X,0) = P(X,0) — P(X,0) = 0.

Soit # = (eo,e1,...,¢e;) la base canonique de Ej, otie; = X k=iyi Le sous-espace E,S est défini par
k

{Q € Ex | Q(X,0) = 0}. Un polyndéme de Ej est de la forme Q(X,Y) = ZaiXk_"Yi. C’est un
i=1

espace de dimension k£ dont une base est (e, ez, . . ., ex).

Pour touti € {0,...,k—1},ona:

Dle;) = (X + Y)Y — X*Y7
D’apres la formule du bindme :
ki i
O(e;) = ( . >X'“inj — Xk vl = ( . >injyi+j
(; J JZ:; J

Le terme de plus bas degré en Y de ®(e;) est (k — i) X* 'Y, soit (k — i)e; 1.
La famille (®(eg), ®(ey1),. .., P(ex_1)) est constituée de k vecteurs. Dans la base (e1,. .., ¢e;) de E}, la
matrice de cette famille est triangulaire supérieure :

k X .o X
0 k—1 ... x
0 0 o1
Les coefficients diagonaux k, k—1, .. ., 1 étant tous non nuls, le rang de ¢ est égal a k. Donc dim(Im ®) =

k = dim E}. ’application est donc surjective de E}, sur EJ.

k
4. Soit P = Z a, X"Y* " c E,..Ona:

n=0
k—1
P=agY*+ > a, X"V + o X* — Y + apY* = ap(XF - Y*) + R
n=1
k1
avec R = aoY* + Z an X"Y*" 4 a,Y* € E). D’apres 3., il existe Q; € Ej tel que [Q1|T] — Q, = R.
n=0

Soit maintenant Q = [Q;]S '], on obtient donc :

[QIST] = [QIS] = [[Q:1S71IST] = [[Q:1S71S] = [ |T] — Q1 = R,
d’ou

P =aPy+ (Q — [QIS]) + ([QIST] — Q).
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5. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que pour tout ) € Ey, Q —[Q|S] € o et [Q|ST]—
Q) € By, puisque P, € o, N HBy. En effet, on a:
(@ — [QIS]IS] + Q — [QIS] = [QIS] - [QIS*] + Q — [QIS] = [QIS] — [Q] — [] + Q — [Q1S].
k k
SiQ = ZanX”Yk ", alors [Q| — I](X,Y) Zan V)" = Q(X,Y) car k est pair. Donc
Q— [QIS1S) + @ - [QIS] = 0, cest-a-dire @ — [Q]S] € .
De méme, si on pose P = [Q|ST] — @Q,ona:
[PI(ST)?] + [PIST] + P = [QI(ST)’] - [QI(ST)*] + [QI(ST)*] - Q
= [QU]-Q=Q-Q=0.
Donc [Q|ST] — Q € %k.
Ainsi chaque élément de E, s’écrit comme somme de deux éléments, 1'un dans %7, et I'autre d’autre
dans 4.
Partie II
1. Soit P =Y a,X"Y*™" € a4, donc ([P|S] + P)(X,Y) = P(Y,-X) + P(X,Y) = 0 égalité qui s'écrit

2.

n
avec les coefficients de P sous la forme

k
Z((—l)nan + ak_n)kanYn =0

n=0

Donc pour tout n € [0, k], (—1)"a, + ax_, = 0 ou encore a;_,, = (—1)"*'a,. Posons k = 2I. Donc, en
particulier, pour n = [ on obtient a; = (—1)""a;, d’oti @; = 0 si [ est pair.
En conclusion :

e Sil = 2p,la famille libre (X"Y*™" + (—1)n+1Xk_nY")ne[[o,z—1]] engendre %7, donc dim o7}, = g
e Sil = 2p+ 1, la famille libre {(X"Y* ™" + (—1)"+1X’“—”Y”)n€[07l,1ﬂ, XlYl} engendre .7, donc
k

0 1

(@) On a ST = (_1 1

), det(ST — zI) = 2* + x + 1. Donc les valeurs propres de ST sont j

1 3 . . .
et j2(j = —5 + @'7 ) et par conséquent S7T' est diagonalisable, des valeurs propres associées

respectivement sont v; = (1, 7) et v, = (1,5%). On a la relation

ST = MDM™!

1 1 7 0
avec M = . etD = ) .
(J 22) <0 12)

(b) Notons ¢ 'endomorphisme de Ej définie par ®(P) = [P|ST]. On remarque que VP € Ej,
®*(P) = [P|(ST)?] = [P|P] = P, donc le polyndme X* — 1 annule ®, donc ® est diagonalisable.
On a, d’apres la question précédente, [P|ST] = [PIMDM™'] = [[P|M]|D|M~']. Notons 1
I'endomorphisme de Ej défini par ¢/(P) = [P|M] et ¢p 'endomorphisme de Ej défini par
¢(P) = [P|D]. L'égalité (x) s’écrit donc

@ =y
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Or Vn € [0, k],
¢(Xnyk—n) — (jX)n(j2Y)k_n — j2k_anYk_n,

ceci montre, une autre fois, que ® est diagonalisable et que les valeurs propres sont exactement
L, j, et j*.
Cherchons une base de diagonalisation de P — [P|ST]. Notons L,(X,Y) et Ly(X,Y’) les coor-

) X
données d’un vecteur (

Y) dans la base de diagonalisation (v, v2). Ona:

(3)-0 2 (G

Cela nous donne le systeme suivant :

X:L1+L2

Y = jL + 2L,
On obtient : v _ 2 Ny
Li(X,)Y)=—=—— et LyX,Y)="——
(XY J—J? A%, Y) J—J?

Si on note u I'endomorphisme associé a ST, on a par définition :
Llou:le et LQOU:jQLQ

L’opération [P | ST consiste a composer le polyndme par 'endomorphisme . Pour un mo-
nome de la forme L} L5, on applique la composition, d’ot :

u(LyLy™) = [LYLy™" | ST] = (Lyow)" - (Lyow)™™" = (jL1)" - (5°L2)" ™" = j* (LT L5 ™").

Cela prouve que chaque L} L5™" est un vecteur propre de 'endomorphisme v : P + [P|ST]
pour la valeur propre ;2.
3. SoitU = ST ety : P+~ P o fy.Par définition on a:

Br={PecE|[PIU+[PU+P=0}={PecE | x}P)+x(P)+P=0}=ker (x>+x+1d).

L'égalité x* = Id montre que les valeurs propres de x sont dans {1, 7, j°}. La condition x*(P) +
X(P) + P = 0 est équivalent a P appartient a la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres j et j*. Soient ny, n;, n;2 les multiplicités des valeurs propres 1, 4, j* dans le polynome
caractéristique de x. Donc

dim(%Bi) =nj+np=dimE, —ny =k+1—ny.

1
Soit IT = g(ld + x + x?), on a II> = II, donc II est un projecteur et Im I = E;(x) avec F;(x) est les
sous-espace propre de x associé a la valeur propre 1, par conséquent :

dim Ey(x) = ny = Tr(I) = = (Te(Id) + Tr(x) + Te(x?)) -

W =

Cherchons Tr(). D’apreés ce qui précéde, x se diagonalise par d : P ~ [P|D] ou D = diag(j, %),
donc Tr(x) = Tr(d). Mais si P, = X"Y*™, ona:

A(P)(X,Y) = (X, °Y) = GX)"(PY) " = %" .
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Dou:

k k k koo 1 — gk
Tr(X) _ Zj?k’—n — Zj?k‘—n—?)k‘ — ij‘-i—n — jk‘ Z]Z — ]k; : :
- —J
n=0 n=0 n=0 =0
Ainsi,
1 si k=0[3]
Tr(x) =¢ —1 si k=1[3]
0 sik=2[3]
De méme, Tr(x?) = Tr(d*) = Zf(k“) = j%ﬁ =< -1 si k=1[3] .
i=0 —J 0 sik=2[3
. : 1 2k
e Si k = 3m, alors dim % :3m+1—§(3m+1+1+1) =2m = 3

1 2% + 4
®Sik=1+3m,alorsdim % =3m + 2~ (3m+2-1-1)=2m+2= ; .
2(k + 1)

1
oSik::2+3m,alorsdim,%’k:3m+3—§(3m+3+0+0):2m+2:

Les mondmes M, = L}™"L3 sont vecteurs propres de u : P ~ [P|ST] pour la valeur propre \, =
k+n .
75 Donc :

M, € By — """ #1 < k+n#0 (mod3).

Une base de %, estdonc: {L¥ "Ly |n € {0,...,k},n# —k (mod 3)}.

. Par la formule de Grassmann :

dim (e, N %) = dim(e;) + dim(%By) — dim(Ey)

D’ot le tableau qui donne la dimension de .27, N %, pour les valeurs k € { 2,4,6,8,10,12 } :

k| dimEy =k+1 | dim« | dim %, | dim(«, N Py)

2
4
6
8
10
12

3

5

7

9
11
13

N BB DNDN

0 OO HB=N

1

W R R

On a déja exprimé dim 7, et dim %, en fonction de k£ mod 4 et k mod 3. En combinant, on obtient
une expression de dim(.e7; N %) selon k mod 12. Posons k = 12¢+1ravecq € Netr € {0,2,4,6,8,10}

(car k est pair ). Le tableau suivant donne dim .27, N %, suivant les valeurs de r.

r ‘ k mod 4 ‘ dim(7,) ‘ k mod 3 ‘ dim (By,) ‘ dim (<, N %)

o O &~ N O

N O N O N O

6q
6q + 2
6q + 2
6qg + 4
6qg + 4

6g + 6

0
2
1

N O

8q
8q +2
8q+4
8q+4
8¢+ 6

8q+8

[\
L)
|
—_
I

2q+1=

o O oy | »

|l FRW|I N =

6g+1=

[\
=
_l’_
—_
I
olx +  +

W | —

2¢+1=

2q+3=—+




L’étude des conditions imposées par les sous-espaces @7, et %), permet de dresser le tableau récapi-
tulatif suivant pour les valeurs de k demandées (k pair) :

Partie III
1. e Soit P € 7. Par définition, [P|S] = —P avec S = <_01 (1)) Posons Q = ¢(P) = [P|R]. Etudions
[@1S] -

[@I5] = [[P|R]|S] = [P|RS]

Calculons les produits matriciels RS et SR :

01 0 1 -1 0 0 1\ /0 1 1 0
RS = (1 0) (—1 0) _<0 1) et SH= (—1 0) (1 0) - (0 —1)
On remarque que RS = —SR. Ainsi :
[@IS] = [P| = SR
Comme P est un polyndme homogene de degré k avec k pair, on a [P| — M| = (—1)*[P|M] = [P|M]
pour toute matrice M. D’ou :
[QIS] = [PISE] = [[P|S]|B]
Par hypothese P € <7, donc [P|S] = —P, ce qui donne :
QIS) = [-PIR) = ~[PIR] = —@
On en conclut que ) € <, donc ¢(<7;) C . Comme ¢ est une involution (p* = Id), cest un

automorphisme et ¢(,) = .
e Soit P € %;.. On a [P|(ST)?] + [P|ST] + P = 0. Posons M = ST. Soit Q = ¢(P) = [P|R].On a:

[QIM?] + [QIM] + Q = [P|RM®] + [P|RM] + [P|R]
On vérifie par le calcul que RM = M*R et RM? = M R. En effet :
0 1 0 1 -1 -1 -1 -1 01 -1 -1
RM:<1 0)(—1 —1>:(0 1) t M2R:<1 O)(l 0):(0 1>
L’expression devient :
[QIM?] + [QIM] + Q = [PIMR] + [P|M*R] + [P|R] = [([P|M] + [P|M?*] + P)|R]

Le terme entre parentheses étant nul par définition de %), ona € %.
e Puisque ¢ est un automorphisme qui stabilise %7, et %, il laisse stable leur intersection :

@(%m%k) = éZ/km%k

-1 0

0 1) dont I'action sur un polyndme P correspond a la transfor-

2. On consideére la matrice H = (

mation X — —X :
[PIH](X,Y) = P(-X,Y)

Soit P € 7, N %;.. Montrons que [P|H| appartient également a cet espace. En effet, d’apres le produit
matriciel effectué a la question précédente, nous avons :

-1 0
ns- (3 %) -

Par la propriété de composition des endomorphismes de Ej, il vient :
[P|H] = [P|RS] = [[P|R]|S]
Ona:



(a) D’apres ce qui précede, l'espace <7, N %, est stable par I'endomorphisme ¢ : P — [P|R]. Ainsi,
[P|R] € o, N By,

(b) En particulier, [P|R] € <7, Par définition de cet espace, tout élément ) € 7, vérifie [Q|S] = —Q.
En appliquant cela a () = [P|R], on obtient :

[PIR]|S] = —[P|R]

On aboutit a la relation :
[P|H] = —¢(P)

Comme p(P) € o, N B et que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de Ej, son opposé appar-
tient aussi a I'intersection.
En conclusion, si P(X,Y) € o, N %y, alors P(—X,Y) € 7, N By.

3. On note [ le sous-espace vectoriel de Ej, défini par I}, = o7, N %;. L'objectif est de montrer que cet
espace se décompose selon la parité et 'annulation en (1, 0).
Soit P € Ej un polynome homogene de degré k. Il s’écrit sous la forme :

k
P(X,Y) =) a X"V =apX* + e X" 'Y 4+ a,Y*
=0
Donc
PcE) < P(X,00=0% aX"=0say=0.

Mais ay = P(1,0),d’ott:

E)={P € E; | P(1,0) = 0}.
C’estle noyau de la forme linéaire P — P(1,0), donc un hyperplan de Ej. D’apres la premiere partie,
le polynome Py(X,Y) = X* — Y* appartient a I, et n’appartient pas a E} car Py(1,0) = 1" — 0% =
140.
Alors, on a la décomposition en somme directe :
I, = Vect(Py) @ (I NEY) = UY @ (I, N EY).

Cherchons maintenant la décomposition de I, N E} par la parité. Soit P € I,,N E}. D’apres la question
I11. 2, le polyndme P(—X,Y) € I;. On peut alors décomposer P en sa partie paire P" et sa partie
impaire P~ par rapport a la variable X :

P(X,Y)+ P(=X,Y)
2

P(X,Y) - P(=X,Y)
2

PHX,Y) = et P (X,Y)=

Puisque I, est un sous espace vectoriel, P et P~ appartiennent a I;. De plus E} est stable par
I'opération P(X,Y) — P(—X,Y).Donc PT € U} et P~ € U, .

En conclusion, tout élément de I, N E} se décompose de fagon unique en une composante paire et
une composante impaire. On aboutit donc a la structure demandée :

9N B =U, @ U @ U

4. Calcul des traces de ¢, ©1, vo et @3 :
(a) Calcul de la trace de ¢ : L'endomorphisme ¢ est défini par ¢(P)(X,Y) = P(Y, X). Soit Z =
(e €1, - - -, ex) la base canonique de Ej, ot ; = X* 'Y pour tout i € [0, k].
L'image d"un vecteur de la base par ¢ est :

90(61) — Yk*le — Xzykfz = ep;
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Donc Tr(y) est la somme des coefficients diagonaux de la matrice dans la base %. Un coefficient
diagonal est non nul (égal a 1) si et seulement si :

ple) =€ < epi=¢€ < k—1=1 < z:§

Puisque k est pair, I'équation 2i = k admet une unique solution entiere ¢ = 5 II n’y a donc

qu'un seul élément égal a 1 sur la diagonale (correspondant au mondme central X 2Y'?), tous
les autres étant nuls. D’ot1 :
Tr(p) =1

Calcul de la trace de ¢, : L'espace %7, est le noyau de l'endomorphisme (/d + ug) olt ug(P) =
[P|S].

¢ est 'endomorphisme ug(P) = [P|R).

Cherchons Tr (¢4, )-

1
Le projecteur sur 7, est donné par p,;, = 5([ d — ug) car uj = Id sur Ej, (puisque S* = —I et k

est pair).
Alors :

Tr(pr) = Tr(un o puy, ) = % (Tr(ur) — Tr(unus))

Ona Tr(ug) = Tr(y) = 1. Calculons maintenant Tr(ugus) : Ona:

01 0 1 -1 0
RS:(1 o> (—1 0):<0 1)
Dot [X'Y*/|RS] = (=X)"(V)*" = (=1)'X'Y*,
La trace est donc la somme des (—1)° pour i € [0, k] :

K
Tr(ugug) = Z(—l)i = 1 (car k est pair)

1=0

En remplacant dans la formule :
1

Autre méthode :Si P € &7, N E}, alors [P|S] = —Pet P(—X,Y) = P(X,Y), donc:

donc P € &, N E, . L'opérateur ¢, induit donc un isomorphisme entre <7, N E;" et <. N E,. .
Leurs dimensions sont donc égales, comme ¢} = Id alors :

Tr(p1) = dim(< N EY) — dim(«, N E, ) = 0.

Calcul de Tr(p9) :
L'espace %y, est défini par la relation : u(sry2 (P) +usr(P) + P = 0. Soit v = ugy. Comme v* = id,

1 . . .
I'opérateur py, = —(2Id — v — v?) est le projecteur sur %;. En effet, si on note p; le projecteur

sur E1(v), p; le projecteur sur E;(v) et pj2 le projecteur sur Ej2(v), alors
Vn €N, v" =p, +j"p; + j7"p;e
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ce qui donne Id + v+ v* = 3p1 + (1 + j + j%)p2 + (1 + j + j*)ps = 3p1, donc py, = Id — p1 =
1

g(QId + v +v?).

La trace de la restriction ¢, de ¢ = ur a %, est:

TI'((,OQ) = (2Tr(uR) - TI'(URUST) - TI‘(URu(ST)2))

W

Pour k pair,on a:
— Tr(ug) = Tr(p) = 1.
-1

— Soit M, = R(ST) = ( .

K
sur Ej, est Z(—l)i = 1.

=0

-1 . . . .
. ) . Cette matrice est triangulaire de diagonale (—1, 1). Sa trace

1

— Soit My = R(ST)? (_ _01) Cette matrice est triangulaire de diagonale (1, —1). Sa
:

o\
trace sur E}, est Z(l)i(—l)k_i =1.
0

Dot : )
La trace reste nulle avec cette définition.
(b) Calcul de le trace de o5 :
Sil'on considére I'endomorphisme global ¢ sur E}, et ses restrictions aux sous-espaces .« %,
et leur intersection %7, N %, on a la relation suivante (analogue a la formule de Grassmann pour
les dimensions) :
Tr(Qip+2,.) = Tr(@e,) + Te(012,) — Tr(@lmns,)

Comme ici Ej, = @, + Py, (car 'espace Ej, est engendré par ces deux sous-espaces pour £ pair),
la relation devient :

Tr(p) = Tr(p1) + Tr(p2) — Tr(ews)
En utilisant les calculs effectués dans les questions précédentes :
— Tr(y) = 1 (trace de I’échange des variables sur I'espace total E, k pair).
— Tr(¢1) = 0 (calculé en 4.a).
— Tr(ps) = 0 (calculé en 4.a).

On injecte ces valeurs dans la formule :

D'ou:
Tr(ps) = —1
5. On utilise la relation [P|H] = —p(P), P € 4, N Ay, établieenIII. 2 :
e Sur U; ona ¢(Fy) = —F, donc —1 est une valeur propre.

e Si P € U, alors P est pair, donc [P|H| = P = ¢(P) = —P, ce qui tous les vecteurs de U}
sont des vecteurs propres associés a —1. Il y a exactement dim U," vecteurs libres associés a —1
dans U}

e Si P € U, alors [P|H] = —P et donc ¢(P) = P, d’ou1 1 est une valeur propre de ¢ et tous les
vecteurs de U,  sont des vecteurs propres associés a 1.
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En tenant compte de I'ordre de multiplicité de valeurs propres 1 et —1 et de I'égalité o7, N &), =
Uy & U;" @ U;7, on obtient :

Tr(p3) = =1 +dimU;f (—1) + dim U, (+1) = =1 — dim U, + dim U, .
Puisque Tr(yps) = —1, I'égalité dim U, — dimU;" — 1 = —1 implique :
dim U} = dim U, .

. D’apres l'étude de la partie II, pour k£ € {2,4,6,8,12}, nous avons dim(e%, N %) = 1 et comme
Py € o, N By, alors o, N By, = Vect( X" — YF).
Cask=10:0Ona

dim (@A N A1) = 3.

On sait que Py = X' — Y% € &y N By d’apres 1.2.b. 1l reste a trouver deux autres polyndmes
linéairement indépendants.
D’apreés IIL.3, on a la décomposition

ho N B = Uyy ® Usyy & Uy,
avec Uy, = CPy et dim U}y = dimU;; = 1. Une base de %, N %), est donnée par les polyndmes

Py, P1, P, ou Py est un générateur de dim Uy et P est un générateur de dim U,.
0o0000O0OGOS
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