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Un corrigé
Probléme n°1

(a) L'ensemble €2, représente 'ensemble des listes de longueur n formées des éléments de { F, P}.
Donc on peut confondre un élément de €2, avec un élément de {7, P}", donc card({2,) = 2".

d(A
Par définition de p, (A) = car2n( ), onapour A=, :
card(£2,) 2"

(b) Soient A et B deux parties disjointes de €2,,. Par propriété du cardinal d"une réunion disjointe :
card(AU B) = card(A) + card(B)
En divisant par 2", on obtient par définition de p,, :

card(AU B)  card(A) N card(B)

A n 2n
(AU B) = p,(A) + p,(B)

En conclusion, p,, définit une probabilité sur 2, car elle est positive, p,(€2,) = 1 et additive pour

les événements disjoints.

Ceci est suffisant pour conclure que p,, est une probabilité sur ({2, Z(€2,,)) puisque €2, est fini.
(@) Pour n > 3, 'ensemble A,, est formé des listes de longueur n ne contenant pas la séquence

"FFF". Une liste w € A,, commence nécessairement par 1'une des trois cas suivants :

e Elle commence par un 'P’ : La liste est de la forme w = (P,w')ou w’ € A,_;. C'est I'événe-
ment B, = {w € A,, | w commence par P}.

e Elle commence par 'FP’: La liste est de la forme w = (F, P,w") ot w” € A,,_5. C'est 'événe-
ment C,, = {w € A4, | w commence par F'P}.

e Elle commence par 'FFP’ : La liste est de la forme w = (F, F, P,w") ot w"” € A,,_3. C'est
I'événement D, = {w € A, | w commence par FFP}.

Les événements B,, C,, et D,, sont deux a deux disjoints car une liste ne peut pas commencer
par P et F simultanément, ni par F'P et F'F' simultanément.
Toute suite de A,, qui ne commence pas par P commence forcément par F. Si elle commence
par F, elle est suivie soit par P (cas (), soit par F. Si elle commence par F'F, elle doit étre
suivie par P (cas D,,), car si elle était suivie par un troisieme F, elle contiendrait "FFF" et serait
exclue de A,,. Donc

A, =B,UC,UD,.



(b)

(a)

(b)

D’apres la partition établie en 2a, on a :
card(A,,) = card(B,,) + card(C,,) + card(D,)

Exprimons chaque cardinal en fonction des termes précédents :
e Pour B,, le premier symbole est fixé (P), les n — 1 suivants forment une liste de A,,_;, donc
card(B,,) = card(A,_1).
e Pour (), les deux premiers symboles sont fixés (F'P), les n — 2 suivants forment une liste
de A,_», donc card(C,,) = card(A,,_2).

e Pour D,, les trois premiers symboles sont fixés (F'F'P), les n — 3 suivants forment une liste
de A, _3, donc card(D,,) = card(A,,_3).

On adonc:

card(A,) = card(A,—1) + card(A,,_2) + card(A,,_3)

.. n ) ei card(A,)

En divisant chaque terme par 2" pour obtenir les probabilités u,, = —n :

card(A,)  card(A,_1) N card(A,,_) N card(A,,_3)

on on on on
On obtient bien la relation : ) . .
Up = §un—1 + Zun—Q + gun—S

Pour tout n € N, u,, est une probabilité, on a donc 0 < u,, < 1. Soit z € C tel que |z] < 1.On ala
majoration :
|un2" < [2"

La série géométrique g |z|" converge car |z| < 1. Par comparaison, la série entiére E Up 2"
neN neN
converge absolument pour tout z tel que |z| < 1.

On utilise la relation de récurrence valable pour n > 3:
Lttt + g+
Uy = = Uy —Upy— — Uy
P

Multiplions par 2" et sommons pour n allant de 3 a 400 :

Zunz = 5 Zun_lz + é_l Zun_Qz + § Zun_gz .
n=3 n=3 n=3 n=3
En effectuant des changements d’indices (j = n —1,j = n — 2,5 = n — 3), on fait apparaitre
f(z) = Z Up 2"
n=0

z z

z
f(2) —up —urz — upz® = E(f(z) —Up — Urz) + Z(f(z) — up) + gf(z)
Avec les conditions initiales ug = 1,u; = 1,uy = 1:
z 22 28 z 22 22 z 22
1---= - “)=1 2 1424+
f(z)( 2 4 8) L R R U R

En multipliant tout par 8 pour simplifier les fractions :
f(2)(8 — 4z — 222 — 2%) = 8 + 42 + 227

D’ou:
222 +4z+8
234222442 -8

f(z) =

2



4. (a) Soit P(z) = 2® + 22° + 4z — 8. La fonction P est dérivable sur R et P'(z) = 32 + 42 + 4. Le
discriminant de P’ est A = 16 — 48 = —32 < 0. Le coefficient de z* étant positif, P'(x) > 0 sur R.

T —00 o +00

—0o0

P est donc strictement croissante et continue sur R. Comme lim P(z) = +oo, d’apres le théo-

r—+oo

reme des valeurs intermédiaires, I’équation P(z) = 0 admet une unique racine réelle c.
Calculons les valeurs de P aux bornes de l'intervalle :

e P(I)=1+4+2+4-8=-1<0

e P(1,1)=1,3314+2(1,21) +4,4—-8=1,331+2,42+4,4-8=8,151-8=0,151 > 0
Comme P(1) < 0 < P(1,1), par le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit que
a €]l 1,1].

(b) Pour calculer une valeur approchée de 'unique racine réelle « située dans l'intervalle [1;1, 1],

on peut utiliser la méthode de Newton définie par la donnée de z, et la suite (z,,) telle que :

P(z,) x3 + 222 + 4z, — 8
Tpy1 = Ty — =z, —
+1 P'(x,) 3a2 +4x, +4

En choisissant zy = 1, 1, la suite converge vers a de maniere quadratique, car P est strictement
croissante et convexe sur cet intervalle (P'(x) > 0 et P"(x) = 6z + 4 > 0).
(c) Soit P(z) = 2 + 22* + 42 — 8 le polyndme étudié. Nous savons que P(«a) = 0, ’est-a-dire :

8 = + 202 + 4«

Soit 2y € C une autre racine de P. On a P(z) = 0, donc 8 = | — 2§ — 222 — 42|. D’apres I'inégalité
triangulaire :
8§ = ‘ZS’ + 22(2) + 420’ < |Zo|3 + 2|Zo‘2 + 4‘Zol

Considérons la fonction g : z — 2 + 22% + 4z sur R™. Cette fonction est strictement croissante
sur [0, +o0[. L'inégalité précédente s’écrit :

g(@) < g(|z0)

Par stricte croissance de g, on en déduit que |z| > a. Cependant, 1'égalité dans 1'inégalité
triangulaire n’a lieu que si les termes 23, 223, 4z, sont positivement liés. Cela impliquerait que 2
est un réel positif. Or, nous avons montré en 4a que a est l'unique racine réelle positive. Ainsi,
pour toute autre racine z, # o, 'inégalité est stricte :

|20] >
5. (a) Lesracines a, 2y, Z; du polyndome P sont distinctes (une réelle et deux complexes non réelles car
A(P') < 0). Notons Li(z) = (2 — 20)(z — 20), La(z) = (z — a)(z — 20) et L3(z) = (z — a)(z — Z0).

Soient A1, A2, A3 des complexes tels que

)\1L1 + )\QLQ + /\3L3 = 0.
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En appliquant a «, on obtient A\;(a — 2)(aw — Z) = 0, ce qui donne \; = 0. De méme, en

considérant les points z, et Zy;, on obtient Ay = A3 = 0. Etant de cardinal 3 dans un espace de

dimension 3 (dim Cy[z] = 3), c’est une base.

. —(22° +42 +8) : . A \

La fonction f(z) = est une fraction rationnelle dont le dénominateur possede
234222 4+42 -8 ) o ]

trois racines simples «, 2y, Zp. Comme le degré du numérateur est strictement inférieur a celui

du dénominateur, la décomposition en éléments simples dans C(z) s’écrit :

A B C

- -

- Z—2z2 Z—2

f(z) =

Puisque f est a coefficients réels, la constante associée a la racine conjuguée z; est le conjugué
de celle associée a z, (soit C' = B), et la constante A associée a la racine réelle a est réelle. On
obtient bien : i
A B B

+ +

- Z—2zy Z—2

f(z) =

(b) La fonction f(z) est une fraction rationnelle dont les poles sont les racines du dénominateur :

{a, 20, %0 }. Le rayon de convergence R de la série entiere E u, 2" associée a f est égal au module

neN
du pole de plus petit module.

D’apres I'étude menée a la question 4c, nous avons démontré que :
20l = 7] > a
Le pole le plus proche de 1'origine est donc a. Par conséquent, le rayon de convergence est :
R=«
(c) D’apres la décomposition en éléments simples établie en 5a, on a :
A B B
+ +

- zZ—2zy Z—2

f(z) =

Chaque terme de cette décomposition se développe en série entiére sur son disque de conver-
gence respectif :

= s o
B B 2\"
i — = = —
Z— Z 2 2
0 02 0

Par unicité du développement en série entiere de f(z) = E u,2", le terme général u,, est :

neN
A B B
Up = — — —
an+1 zg’H i

20

A 1—I-B o "+1+§ a\"
tn = ontl A 20 A Z_O

Comme |zg| = |Zp| > a (d’apres 4c), on a

< 1. On peut donc factoriser par le premier terme :




a\" a\” L
Puisque (—) —— Oet (:) ———— 0, le terme entre parentheses tend vers 1. Ainsi :
ZO n—-+00

A
u ~ —
" n—+00 antl

Up—2
6. Soit X,, = | u,—1 | pour n > 2. On cherche M telle que X,,;; = MX,. En utilisant les relations de
Un,
1 1
définition et la relation de récurrence u,, 1 = 5 Un + 7Un-1 + gun,g, on obtient :

0 1 0

10 0 1

M = 1 1 1

8 4 2

7. Les valeurs propres A de la matrice M sont les racines de son polyndme caractéristique x(X) =
det(X I3 — M).
Comme M est une matrice compagnon, alors le polyndme caractéristique est :

1 1 1
3 _ 12 iyt
xm(A) = A 2)\ 4)\ 3
L'équation satisfaite par une valeur propre A est donc x/(\) = 0, soit :
1 1 1
M- —-A-==0
2 4 8

1
Sil’on pose z = X (pour X # 0), cette équation est équivalente a :

1 1 1 1 ‘

— e — — - =0 = 842222 -2 =0

23 222 4z 8
On retrouve bien le dénominateur de la fonction génératrice f(z) étudié a la question 3b. Les valeurs
propres de M sont donc les inverses des racines de I'équation z* + 22* + 42 — 8 = 0.

Probléme n°2

oo
Question préliminaire : Pour tout n > 1, on pose B, = U Ag. L'événement B est défini par B =

k=n

ﬂ B,,, de plus la suite (B,,),>1 est décroissante pour l'inclusion (B,,;1 C B,,). D’ou:

n=1

p(B)=p (ﬂ Bn) = lim p(B,)

D’autre part, pour toutn > 1,ona:

o0

0<p(B,)=p (U Ak) <Y p(A)
k=n k=n

Par hypothese, la série Z p(Ay) converge. Ainsi, le reste de la série Z p(Ay) tend vers 0 lorsque n —

neN k=n
+o00. Par encadrement, on en déduit que :

lim p(B,) =0

n——+o00

D’ou p(B) = 0.



1. (a) Calcul de l'espérance ¢(t) = E(e"*")
D’apres 1’énoncé, chaque variable aléatoire X, suit une loi uniforme sur {—1, 1}, ce qui signifie
que:

1
— P(Xy=-1)=3

— P(X,=1) =

N | —

tXn

Par le théoreme de transfert, I’espérance de la variable aléatoire " se calcule comme suit :

E(e™) = Y "P(X,=u1)

ze{-1,1}

1 1
E(em) = §e_t + §€t = ch(t).

2

b) On souhaite montrer que ch(¢) < ez pour tout ¢ € R. Pour cela considérons la fonction flit) =
; q p

% — In(ch(t)).

sh(t)
ch(t)
e On sait que pour tout ¢ > 0, th(¢) < ¢, donc f'(t) > 0.
e Pourt <0, f'(t) <O.

e f(0)=0.

f admet donc un minimum global en 0 valant 0. Ainsi, f(¢) > 0, ce qui donne In(ch(?)) < 3

e festdérivablesur Ret f'(t) =¢ —

=t — th(t).

Par croissance de I’exponentielle :
2
(t) < e

2. (a) Par définition, la variable aléatoire S,, est la somme des variables aléatoires X}, :

.
k=1

E(etS”) =F (etZZ:l Xk) —FE (ﬁ eth>

k=1

D’apres I'énoncé, les variables aléatoires (X,,),,>1 sont indépendantes, donc les variables (e, ">, . . .

sont également indépendantes. L'espérance d'un produit de variables indépendantes étant le
produit de leurs espérances, on obtient :

tX1
)

n

E(e) = H E(er)

k=1

Comme les variables X, suivent toutes la méme loi (loi uniforme sur {—1,1}), on a pour tout
ke{l,...,n}, E(e"**) = ¢(t). D’ot le résultat final :

E(e'™) = (6(t)" = (ch(1))"



(b)

(a)

(b)

Soit ¢ un réel fixé. D’apres la question 2.a, on a I'expression de l'espérance d'une somme de

variables indépendantes :
E (etST’%) —E (eﬁ5"> _ |:¢ (%)T

D’apres la question 1.a, ¢(u) = ch(u). Utilisons le développement limité de ch(u) au voisinage

deOalordre 2: ,

ch(u) = 1+ = + ()

t :
En remplacant v par —, on obtient lorsque n — oo :

NG
SORIENO

On passe a la forme exponentielle pour calculer la limite de la puissance n-ieme :

()] -elon e oo (2)

En utilisant le développement limité In(1 + v) = v + o(v) quand v — 0:

t? 1 t? 1 t?
In(1+— ) ) =n(— —)) == +o1
(g e () =@ () =z e
Par continuité de la fonction exponentielle, on en déduit :

. t5n 2
lim E(e ﬁ) =e2

n—o0

Soit a un nombre positif et ¢ un réel. On considere la variable aléatoire e,

1. Cas t > 0: Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante, I'événement {5,, > a}
est identique a I'événement {e’*" > ¢'*}. En utilisant I'inégalité de Markov pour la variable
aléatoire positive e'°", on obtient :

E(et5)

p(etsn > em) < eta

Ce qui implique immédiatement :
p(Sp = a) < e " B(e)

2.Cast <0:
e Sit =0, l'inégalité devient p(S,, > a) < 1, ce qui est toujours vrai.
e Sit < 0, l'inégalité est valable car le membre de droite devient supérieur a 1.

L’'inégalité est donc établie :
Vt€R, p(S, = a) <e “E(e)
D’apres la question 3.a, on a pour toutt € R :

p(S, = a) < e’t“E(ets”)
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(a)

+2
D’apres la question 2.a, E(e"") = (4(t))". D’aprés la question 1.b, ¢(¢) < eZ. On obtient donc
pour tout¢ > 0:

—ta 2\" _ ,erﬁ
p(S, =>a)<e ez ] =e 2

L nt? A
On cherche a minimiser I'exposant g(t) = - ta. g est une fonction trindme du second degré

en t. Sa dérivée est ¢'(t) = nt — a. Le minimum est atteint pour ¢'(¢) = 0, soit pour :

a
t():—
n

. . a . .
Puisque @ > O et n > 0, on a bien ¢, > 0. En remplacant ¢ par ¢, = — dans la majoration, on
n

a n /a2 a? a?
p(S, = a) < exp ——xa—l——(—) =exp|—+—
n 2 \n n 2n

obtient :

D’ou I'inégalité demandée :
a2
p(Sp > a) <e 2

Les variables aléatoires X} suivent une loi uniforme sur {—1,1}, donc —X, suit également la

méme loi uniforme. Par conséquent, la somme S,, = Z X, alaméme loi que -5, = Z(—X k)-

k=1 k=1
On en déduit par symétrie de la loi de .S, par rapporta 0 :

p(Sn < _a) = p(_Sn 2 a) :p(Sn 2 CL)

L’événement {|S,| > a} est la réunion des deux événements disjoints {S,, > a} et {5, < —a}.
Par additivité de la probabilité :

p([Su] 2 a) = p(Sn > a) + p(Sn < —a)
En utilisant la symétrie démontrée ci-dessus :

p(|Sn] = a) = 2p(Sy = a)

a2 . . .
D’apres la question 3.b, on sait que p(S,, > a) < e 2+. D’ol1 la majoration finale pour la valeur

absolue : ,

(S| > a) < 2¢7%

n

Soit ¢ > 0 fixé. L'événement > ¢ est équivalent a ’événement |5,,| > ne. En appliquant le

résultat de la question 3.c avec a = ne, on obtient pour tout n € N*:

_ (n6)2

Sn (2
p(‘—‘}a):p(\&b!>n£)<2e m = 2e (%)
n

. e L . _e2 . €
On sait que la série géométrique de raison ¢ = e~ 2. Puisque ¢ > 0, on a ) >0,donc0 < g < 1.

La série géométrique E q" est donc convergente. Par le théoréme de comparaison des séries a

termes positifs, la série :
Sn
E pl|l—]|=¢
n

neN*

est convergente.



(b)

(©)

(a)

Soit € > 0 fixé. On considere la suite d’événements (A,,),>1 définie par :
Sy (w
An:{w€§2|‘ () 25}
n

D’apreés la question 4.a, la série Z p(A,,) converge. D’apres la question préliminaire, si la série
neN
des probabilités converge, I’événement, noté (2., est de probabilité nulle :

Q.= 4

n=1k>n

Ainsi, p(Q2.) = 0.
Dire que w ¢ ). signifie que w n’appartient qu’a un nombre fini d’événements A,. Par consé-
quent, il existe un rang n. € N* tel que pour tout n > n., w ¢ A,,. Ceci se traduit par :

Vn = n., ‘Sn(w) <e
n
Soit ) = U 1 I'union dénombrable d’ensembles de probabilité nulle (d’apres la question

keN*

4.b avece = E)' Par la propriété de sous-additivité dénombrable d"une probabilité :

“+o0o +00
p(€20) <Z<Q%> IZO:O
k=1 k=1

Ainsi, () est un événement négligeable (de probabilité nulle).

1
Soit w € 2\ . Pour tout k € N*, w ¢ Q 1. D’apres la question 4.b, pour tout ¢ = = il existe un

rang n: tel que :
Sn(w)

n

Vn>n

Y

<1
k

==

Ceci est la définition méme de la limite d’une suite réelle :

lim Sn(w)

n—-+4o0o n

=0

Conclusion : La convergence vers 0 ayant lieu pour tout w en dehors d'un ensemble de pro-
babilité nulle (2 \ ), on en déduit que :

Sn .S.
S N

n n——+oo

La suite de variables aléatoires tend vers 0 presque s{irement.
Puisque a > 0, la fonction f : ¢ — t* est continue et strictement décroissante sur [1, +oo.
Ainsi, pour tout entier k > 1, et pour tout ¢ € [k,k + 1], ona:

flk+1) < f(t) < f(k)

En intégrant sur l'intervalle [k, k& + 1], on obtient :

I / @
Gt =) w

9



Puis par sommation des ces inégalitésde k =1a N — 1:

N-1

N at
2 G Te k:+1 /1 to

k=1

En ajoutant le premier terme (n = 1) des deux cotés, on obtient :
S| N dt
S o< [
ne 1 ¢
(b) D’apres la majoration établie en 5. a), on a pour tout N > 2:
ﬁél /Wdt
— fe% 1 to’

Calculons l'intégrale pour o > 1:

N t*OL‘Fl N 1 1
[ RSN
1 —a+1], a—1 No-1

1
Puisque o > 1, alors « — 1 > 0, donc lim = 0. On en déduit :
N—+oo N Noa-1

/dt 1
LT a1

Ainsi, la suite des sommes partielles de la série a termes positifs E — est majorée :
n
neN*

Y1 1
2 st
n —1
Toute série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées est convergente. Par

conséquent, la série Z 5 converge pour o > L.
neN*
(c) Soit a > 1 fixé. On considere la suite d’événements (E,,),>2 définie par :

Z%:{WA>a%%E%}

D’apres la question 3.c, on a 1'inégalité de concentration :

a2
p(|Sn] = a) < 2e72n
En posant @ = av2n1nn, on obtient :

a?(2ninn)

E,) <2 —
p(En) eXp( 5

) = 2exp (—a2 In n)

Ce qui se simplifie en :

p(‘En) < 2n_a = naQ

10



1 L.
— est une série de

Puisque o > 1, on a o® > 1. D’apres la régle de Riemann, la série E
n

neN
Riemann convergente. Par comparaison, la série g p(E,) est donc convergente.

neN
D’apres la question préliminaire, puisque la série des probabilités converge, 1'événement « réa-

lisation d’une infinité de E,, » est de probabilité nulle.

p (réalisation d’une infinité de £,,) = 0

Cela signifie que presque sirement, seul un nombre fini de ces événements peuvent se pro-
duire.
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